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1. Â ðàáîòå àíîíñèðóþòñÿ îñíîâíûå ðåçóëüòàòû îáùåé òåîðèè ïðîñòðàíñòâ Ap
ω â

åäèíè÷íîì øàðå èç Cn . Ðàññìàòðèâàåìûå âåñîâûå ïðîñòðàíñòâà Ap
ω ãîëîìîðôíûõ â

åäèíè÷íîì øàðå ôóíêöèé ñêîëü óãîäíî øèðîêè, èáî çàâèñÿò îò ôóíêöèè-ïàðàìåòðà
ω(x) (0 6 x < 1) ñî ñêîëü óãîäíî áûñòðûì óáûâàíèåì ïðè x → 1− 0 .

Ïðèâîäèìûå òåîðåìû ÿâëÿþòñÿ ìíîãîìåðíûìè ω -àíàëîãàìè ðåçóëüòàòîâ Ì.Ì.
Äæðáàøÿíà [1], [2] 1945-1948ãã., ïîëîæèâøèõ íà÷àëî òåîðèè ïðîñòðàíñòâ Ap

α (èçíà-
÷àëüíîå îáîçíà÷åíèå Hp(α)) â åäèíè÷íîì êðóãå.

Ïðèìåíåííûé àíàëèòè÷åñêèé àïïàðàò ïîçâîëÿåò ðàñïðîñòðàíèòü íà ñëó÷àé åäè-
íè÷íîãî øàðà îäíîìåðíóþ îáùóþ òåîðèþ, ïîñòðîåííóþ â [3] (ñì. òàêæå [4]). Â ðàáîòå
ïðèâåäåíà ïåðâûå, îñíîâíûå ðåçóëüòû, ïîëó÷åííûå ýòèì ïóòåì.

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ñàìà òåîðèÿ ïðîñòðàíñòâ Hp(α) Ì.Ì. Äæðáàøÿíà, îòíî-
ñÿùàÿñÿ ê ÷àñòíîìó ñëó÷àþ ω(x) = (1 − x)1+α (α > −1) , íà ñëó÷àé åäèíè÷íîãî
øàðà áûëà ðàñïðîñòðàíåíà ðàíåå (ñì. [5]). Ïîäðîáíåå î íåäîðàçóìåíèÿõ, ïðèâåäøèõ
â [5] è äðóãèõ ïóáëèêàöèÿõ çàïàäíûõ àâòîðîâ ê îòñóòñòâèþ íàäëåæàùèõ ññûëîê íà
îñíîâîïîëàãàþùèå ðàáîòû Ì.Ì. Äæðáàøÿíà [1], [2] ñì. â [3].

2. Íèæå áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ ñëåäóþùèìè îáîçíà÷åíèÿìè:
×åðåç 〈z, w〉 =

∑n
k=1 zkwk áóäåì îáîçíà÷àòü ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå äëÿ òî÷åê z, w ∈

Cn , à ÷åðåç |z| =
√
〈z, z〉 � ñîîòâåòñòâóþùóþ íîðìó;

Bn = {z ∈ Cn : |z| < 1} � îòêðûòûé åäèíè÷íûé øàð â Cn ;
Sn = ∂Bn = {z ∈ Cn : |z| = 1} � åãî ãðàíèöà, ÿâëÿþùàÿñÿ åäèíè÷íîé ñôåðîé â Cn ;

Âñþäó íèæå ÷èñëî n ôèêñèðîâàíî, ïîýòîìó ìû áóäåì ïèñàòü ïðîñòî B è S âìåñòî
Bn è Sn .
ν � ìåðà Ëåáåãà â Cn , íîðìèðîâàííàÿ óñëîâèåì ν(B) = 1 ;
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σ � áîðåëåâñêàÿ ìåðà íà S , èíâàðèàíòíàÿ îòíîñèòåëüíî óíèòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé
ïðîñòðàíñòâà Cn è óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ σ(S) = 1 ;
Ñ êàæäûì ìóëüòèèíäåêñîì s = (s1, . . . , sn) ∈ Zn

+ , ãäå

Zn
+ = {s ∈ Zn : sk > 0} ,

áóäåì ñâÿçûâàòü:

äâà ÷èñëà s! =
∏n

k=1 sk! è |s| = ∑n
k=1 sk ,

îïåðàòîð äèôôåðåíöèðîâàíèÿ Ds = ∂|s|
∂z

s1
1 ...∂zsn

n
,

è ãîëîìîðôíûé ìîíîì zs =
∏n

k=1 zsk
k .

Äàëåå, ÷åðåç Ω áóäåì îáîçíà÷àòü ìíîæåñòâî ïàðàìåòð-ôóíêöèé ω(t) , îïðåäåëåííûõ
íà èíòåðâàëå [0, 1) è óäîâëåòâîðÿþùèõ òàì óñëîâèÿì

(i) 0 <
1−0∨

δ

ω < ∞ äëÿ ëþáîãî δ ∈ [0, 1) ;

(ii) ∆m ≡ ∆m(ω) = −
1∫

0

tmdω(t) 6= 0, ∞, m = 0, 1, . . . ;

(iii) lim
m→∞

m
√
|∆m| > 1 .

Äëÿ óäîáñòâà, âñþäó íèæå áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî ω(1) = ω(1− 0) .
3. Äëÿ çàäàííîãî ω ∈ Ω ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ÿäðî-ôóíêöèþ

Cω,n(z, w) = Cω(z, w) =
∑

s∈Zn
+

(n− 1 + |s|)!
(n− 1)!s!

zsws

∆|s|
. (1)

Ïðåäëîæåíèå 1. Ïðè ôèêñèðîâàííîé òî÷êå w ∈ B ôóíêöèÿ Cω(z, w) ãîëîìîðôíà â
øàðå B.

Ïðåäëîæåíèå 2. Èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

Cω(z, w) =
∞∑

m=0

1

∆m

(n− 1 + m)!

(n− 1)!m!
〈z, w〉m, z ∈ B, w ∈ B.

Òåì ñàìûì, ÿäðî Cω çàâèñèò ëèøü îò ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ 〈z, w〉.

4. Äëÿ êàæäîé ôóíêöèè ω ∈ Ω îïðåäåëèì àññîöèèðîâàííóþ ñ íåé ìåðó

dµω(w) = −dω(r2) dσ(ζ),

ãäå w = rζ � ïîëÿðíàÿ ôîðìà òî÷êè w ∈ B , (ò. å. ζ ∈ S , 0 6 r 6 1).
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Îáîçíà÷èì ÷åðåç Lp
ω = Lp

ω(B) êëàññ ôóíêöèé, èçìåðèìûõ ïî ìåðå dµω â øàðå B ,
äëÿ êîòîðûõ

‖f‖p,ω =

{ ∫

B

|f(w)|p |dµω(w)|
}1/p

< +∞, 0 < p < ∞, (2)

à ÷åðåç Ap
ω = Ap

ω(B) � ïîäìíîæåñòâî Lp
ω , ñîñòîÿùåå èç ôóíêöèé, ãîëîìîðôíûõ â

B . Êàê èçâåñòíî, ïðè 1 6 p < ∞ âåëè÷èíà ‖f‖p,ω îïðåäåëÿåò íîðìó â Lp
ω , â êîòî-

ðîé Lp
ω ÿâëÿåòñÿ áàíàõîâûì ïðîñòðàíñòâîì, à ïðè 0 < p < 1 Lp

ω ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì
ìåòðè÷åñêèì ïðîñòðàíñòâîì â ìåòðèêå ρ(f, g) = ‖f − g‖p

p,ω .
Èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå

Ïðåäëîæåíèå 3. Ïóñòü 0 < p < ∞, K � êîìïàêò, ëåæàùèé âíóòðè B. Òîãäà
ñóùåñòâóåò êîíñòàíòà C ≡ C(K, s, p, ω) òàêàÿ, ÷òî

max
z∈K

|Dsf(z)| 6 C‖f‖p,ω (3)

äëÿ âñåõ f ∈ Lp
ω è âñåõ s ∈ Zn

+ .

Ïóñòü ‖fn−f‖p,ω → 0 ïðè n →∞ äëÿ íåêîòîðûõ fn ∈ Ap
ω, f ∈ Lp

ω . Èç (3) ñëåäóåò,
÷òî ñóùåñòâóåò ãîëîìîðôíàÿ â B ôóíêöèÿ h(z) , òàêàÿ, ÷òî fn(z) → h(z) ðàâíîìåðíî
âíóòðè B . Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî f = h . Òåì ñàìûì ñïðàâåäëèâî

Ïðåäëîæåíèå 4. Äëÿ êàæäîãî 0 < p < ∞ ïîäïðîñòðàíñòâî Ap
ω çàìêíóòî â Lp

ω(B).

Ñëåäñòâèå. Ïðè 1 6 p < ∞ êëàññ Ap
ω ÿâëÿåòñÿ áàíàõîâûì ïðîñòðàíñòâîì, à ïðè

0 < p < 1 � ïîëíûì ìåòðè÷åñêèì ïðîñòðàíñòâîì.

Äëÿ ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè f , îïðåäåëåííîé â B è 0 < % < 1 , îáîçíà÷èì ÷å-
ðåç f% åå %-ðàñòÿæåíèå, ò. å. ôóíêöèþ, îïðåäåëåííóþ ïðè |z| < 1/% ñëåäóþùèì
îáðàçîì: f%(z) = f(%z) . Â ñëåäóþùåì ïðåäëîæåíèè óòâåðæäàåòñÿ íåïðåðûâíîñòü %-
ðàñòÿæåíèÿ â ïðîñòðàíñòâå Ap

ω .

Ïðåäëîæåíèå 5. Åñëè f ∈ Ap
ω , òî ‖f% − f‖p,ω → 0 ïðè % → 1− 0.

Ñëåäñòâèå. Ãîëîìîðôíûå ïîëèíîìû ïëîòíû â Ap
ω .

Èìååò ìåñòî îñíîâíàÿ

Òåîðåìà 1. Ïóñòü f ∈ Ap
ω . Òîãäà

f(z) =

∫

B

f(w)Cω(z, w)dµω(w), z ∈ B (4)

f(z) = −f(0) + 2

∫

B

{Re f(w)}Cω(z, w)dµω(w), z ∈ B. (5)
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Îòìåòèì îäèí ÷àñòíûé ñëó÷àé ôîðìóëû (4). Ïóñòü

ω(x) = n

1∫

x

tn−1(1− t)α dt, (α > −1).

Òîãäà
∆m = −n

1∫

0

xmdω(x) = n

1∫

0

xn+m−1(1− x)αdx =
nΓ(n + m)Γ(1 + α)

Γ(n + m + 1 + α)
.

Òåì ñàìûì, ââèäó ïðåäëîæåíèÿ 2 è ôîðìóëû áèíîìèàëüíîãî ðàçëîæåíèÿ

Cω(z, w) =
∞∑

m=0

(n + m− 1)!

(n− 1)!m!

〈z, w〉m
∆m

=

=
∞∑

m=0

Γ(n + m)

Γ(n)Γ(m + 1)

Γ(n + m + 1 + α)

nΓ(n + m)Γ(1 + α)
〈z, w〉m =

=
Γ(n + 1 + α)

Γ(n + 1)Γ(1 + α)

∞∑
m=0

Γ(n + m + 1 + α)

Γ(n + 1 + α)Γ(m + 1)
〈z, w〉m =

=
Γ(n + 1 + α)

Γ(n + 1)Γ(1 + α)

1

(1− 〈z, w〉)n+1+α .

Äàëåå, åñëè w = rζ , ãäå |ζ| = 1 , òî, èñïîëüçóÿ âûðàæåíèå äëÿ ýëåìåíòà íîðìèðîâàí-
íîãî îáúåìà dν â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ [5], ïîëó÷èì

dµω(w) = −dω(r2) dσ(ζ) = 2nr2n−1(1− r2)
α
dr dσ(ζ) = (1 − r2)αdν(w). (6)

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå ôîðìóëà (4) ïðèíèìàåò âèä

f(z) =
Γ(n + 1 + α)

Γ(n + 1)Γ(1 + α)

∫

B

f(w)
(1− |w|2)α

(1− 〈z, w〉)n+1+α dν(w).

Ýòó ôîðìóëó ìîæíî íàéòè â [5]. Â îäíîìåðíîì æå ñëó÷àå n = 1 îíà âïåðâûå áûëà
ïîëó÷åíà â ðàáîòå Ì. Ì. Äæðáàøÿíà [1].

ßäðî Cω(z, w) ïîðîæäàåò îïåðàòîð îðòîãîíàëüíîãî ïðîåêòèðîâàíèÿ èç L2
ω íà ïîä-

ïðîñòðàíñòâî A2
ω . À èìåííî, èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà 2. Ïóñòü

Pωf(z) =

∫

B

f(w)Cω(z, w) dµω(w), z ∈ B,

ãäå f ∈ L2
ω . Òîãäà Pω ÿâëÿåòñÿ îðòîãîíàëüíûì ïðîåêòîðîì èç L2

ω íà A2
ω .
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5. Íèæå ïðèâåäåíî èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå ôóíêöèé èç A2
ω ïî ãðàíèöå B ,

â ñëó÷àå, êîãäà ω ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòîì Âîëüòåððà îò äðóãîé ôóíêöèè ω̃ ∈ Ω . Çàòåì
íàéäåí íåêèé èçîìåòðè÷åñêèé îïåðàòîð, ïåðåâîäÿùèé A2

ω â îáû÷íîå ïðîñòðàíñòâî
Õàðäè â B , êîòîðûé âìåñòå ñî ñâîèì îáðàòíûì îïåðàòîðîì çàïèñûâàåòñÿ â ÿâíîì,
èíòåãðàëüíîì âèäå. Îäíàêî, ñíà÷àëà ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî âåðíî

Ïðåäëîæåíèå 6. Ïóñòü íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìàÿ íà [0, 1) ôóíêöèÿ ω̃ ∈ Ω
òàêîâà, ÷òî ω̃(t) ↘, ω̃(1) = 0, ω̃(0) = 1. Äàëåå, ïóñòü ω ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòîì ω̃ â
ñìûñëå Âîëüòåððà, ò. å.

ω(x) = −
1∫

x

ω̃
(x

σ

)
dω̃(σ), 0 < x < 1.

Òîãäà ω ∈ Ω è, êðîìå òîãî,

∆m(ω) = [∆m(ω̃)]2 , m > 0. (7)

Òåîðåìà 3. Åñëè ôóíêöèÿ f ïðèíàäëåæèò A2
ω , òî ôóíêöèÿ

ϕ0(z) = Leωf(z) = −
1∫

0

f(tz) dω̃(t)

ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó Õàðäè H2 â åäèíè÷íîì øàðå. Ïðè ýòîì

f(z) =

∫

S

ϕ0(ζ)Ceω(z, ζ) dσ(ζ).

Êðîìå òîãî,
‖ϕ0‖H2 = ‖f‖2,ω. (8)

Îòìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå, êîãäà ω(x) = n
∫ 1

x
tn−1(1−t)α dt (α > −1) , ñîîòâåòñòâóþùåå

ïðîñòðàíñòâî Ap
ω , ñëåäóÿ [2], áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç Hp(α) . Ââèäó (6), óñëîâèå (2)

çàïèñûâàåòñÿ â âèäå

‖f‖Hp(α) =





∫

B

(1− |w|2)α|f(w)|p dν(w)





1/p

< +∞.

Åñëè â òåîðåìå 3 âçÿòü

ω̃(x) =
Γ(n + α+1

2
)

Γ(n)Γ(α+1
2

)

1∫

x

tn−1(1− t)
α−1

2 dt,

òî A2
ω = H2(α) . Ïîýòîìó èç òåîðåìû 3 âûòåêàåò
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Òåîðåìà 4. Ïóñòü ôóíêöèÿ f(z) ïðèíàäëåæèò êëàññó H2(α), (α > −1). Òîãäà
ôóíêöèÿ

ϕ0(z) =
Γ(n + α+1

2
)

Γ(n)Γ(α+1
2

)

1∫

0

f(tz)tn−1(1− t)
α−1

2 dt

ïðèíàäëåæèò H2(B) è èìååò ìåñòî èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå

f(z) =

∫

S

ϕ0(ζ) dσ(ζ)

(1− 〈z, ζ〉)n+α+1
2

.

Òåîðåìà 4 ÿâëÿåòñÿ ìíîãîìåðíûì àíàëîãîì Òåîðåìû V èç [2], ïðè α = 0 óñòàíîâëåí-
íîé Ì. Â. Êåëäûøåì.

Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå îïåðàòîð

Keωϕ(z) =

∫

S

ϕ(ζ)Ceω(z, ζ) dσ(ζ).

Òåîðåìà 5. Ôóíêöèè êëàññà A2
ω ïðåäñòàâèìû â âèäå

f(z) = Keωϕ(z),

ãäå ϕ � ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ èç L2(S).

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà, îòíîñÿùàÿñÿ ê ñâîéñòâàì îïåðàòîðà Keω , äîïîëíÿåò óòâåðæäå-
íèÿ òåîðåì 3 è 5.
Òåîðåìà 6. Îïåðàòîð Keω îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

1◦ Keω ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì îãðàíè÷åííûì îïåðàòîðîì ñ îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ L2(S)
è îáëàñòüþ çíà÷åíèé A2

ω(B) .

2◦ Ñóæåíèå Keω íà H2(S) ÿâëÿåòñÿ èçîìåòðèåé ìåæäó H2(S) è A2
ω(B) , ïðè ýòîì

îáðàòíûì îïåðàòîðîì ýòîé èçîìåòðèè ÿâëÿåòñÿ Leω .

3◦ ßäðîì Keω ñëóæèò îðòîãîíàëüíîå äîïîëíåíèå ê H2(S) , ò. å.

Ker Keω
def
={ϕ ∈ L2(S) : Keωϕ = 0} = H2

⊥(S), ãäå H2
⊥(S)⊕H2(S) = L2(S).

4◦ ‖Keω‖ = 1 , a òî÷íåå ‖Keωϕ‖A2
ω(B) 6 ‖ϕ‖L2(S) , ãäå çíàê ðàâåíñòâà èìååò ìåñòî â

òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè ϕ ∈ H2(S) .

5◦ ϕ0 ìèíèìèçèðóåò ‖ϕ‖L2(S) íà ìíîæåñòâå âñåõ ôóíêöèé ϕ , äëÿ êîòîðûõ Keωϕ =
Keωϕ0 . Èíûìè ñëîâàìè ‖ϕ0‖L2(S) = minϕ1∈H2

⊥
‖ϕ0 + ϕ1‖L2(S).
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Åðåâàíñêèé Ãîñóäàðñòâåííûé Óíèâåðñèòåò

A. I. Petrosyan

Cn-i miavor gndum holomorf funkcianeri k��ayin daseri veraberyal

Hodva�um berva� en Ap
ω daseri �ndhanur tesu�yan himnakan ardyunqner�

Cn bazma�a� tara�u�yan miavor gndum: Miavor gndum holomorf funkcianeri
ditarkva� Ap

ω k��ayin tara�u�yunner� kamayapes layn en, qanzi kaxva� en
ω(x) (0 ≤ x < 1) funkcia-parametric, or� karo� � kamayakan aragu�yamb
nvazel, erb x → 1 :

Berva� �eoremner� M. M. Jrba�yani 1945{1948 ��. ayn ardyunqneri bazma�a�
ω-hamanmannern en, oronq skzbnavorel en Ap

α (skzbnakan n�anakumov`Hp(α)) da{
seri tesu�yun� miavor �rjanum:

Kira�va� analitik aparat� �uyl � tvel miavor gndi vra tara�el [3]-um
(tes na [4]) kira�va� mia�a� �ndhanur tesu�yun�, u hodva�� parunakum �
stacva� a�ajin, himnakan ardyunqner�:
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