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Î êðàéíèõ òî÷êàõ íåêîòîðûõ ìíîæåñòâ ãîëîìîðôíûõ ôóíêöèé

(Ïðåäñòàâëåíî àêàäåìèêîì ÀÍ Àðìÿíñêîé ÑÑÐ À. Ë. Øàãèíÿíîì 30/I 1976)

Ïóñòü D � åäèíè÷íûé êðóã |z| < 1 ; K � âûïóêëûé êîìïàêò íà ïëîñêîñòè w ;
H∞(D) � ïðîñòðàíñòâî ãîëîìîðôíûõ è îãðàíè÷åííûõ â D ôóíêöèé; H∞(D;K) �
ìíîæåñòâî ôóíêöèé f(z) ∈ H∞(D) , äëÿ êîòîðûõ f(D) ⊂ K . Î÷åâèäíî, H∞(D; K)
ÿâëÿåòñÿ âûïóêëûì ìíîæåñòâîì â H∞(D) . Êàêîâû êðàéíèå òî÷êè ýòîãî ìíîæå-
ñòâà? Â ñëó÷àå, êîãäà K � êðóã |w| 6 1 , ò. å. H∞(D; K) ÿâëÿåòñÿ åäèíè÷íûì
øàðîì â H∞(D), êðàéíèìè òî÷êàìè, êàê èçâåñòíî, (ñì. [1], ñòð. 197) ÿâëÿþòñÿ òå
è òîëüêî òå ôóíêöèè, êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ

2π∫

0

log
(
1− |f(eiθ)|

)
dθ = −∞. (1)

Öåëüþ íàñòîÿùåé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ îïèñàíèå êðàéíèõ òî÷åê ìíîæåñòâà
H∞(D;K) äëÿ äîâîëüíî øèðîêîãî êëàññà âûïóêëûõ êîìïàêòîâ K, à èìåííî, äëÿ
êîìïàêòîâ, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ
(À): ãðàíèöà ∂K êîìïàêòà K â êàæäîé ñâîåé òî÷êå èìååò ñîïðèêîñíîâåíèå ïî-
ðÿäêà íå âûøå n− 1 (n− ÷åòíîå ÷èñëî) ñ îïîðíîé ïðÿìîé.
Íàïîìíèì, ÷òî îïîðíîé ê äàííîìó ìíîæåñòâó K â äàííîé òî÷êå ζ ∈ K íàçûâàåòñÿ
ïðÿìàÿ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç ζ è îñòàâëÿþùàÿ K ïî îäíó ñòîðîíó îò ñåáÿ.

Â ðàáîòå [2] îïèñàíû êðàéíèå òî÷êè ìíîæåñòâà H∞(D; K) äëÿ êîìïàêòîâ, óäî-
âëåòâîðÿþùèõ íåêîòîðîìó óñëîâèþ, êîòîðîå, êàê ëåãêî ïîêàçàòü, ýêâèâàëåíòíî óñëî-
âèþ (À) ïðè n = 2.

Íà ìíîæåñòâå K îïðåäåëèì íåîòðèöàòåëüíóþ ôóíêöèþ

G(w) = sup {|ζ| : w ± ζ ∈ K} , w ∈ K. (2)

Îáîçíà÷èì ÷åðåç ρ(w, ∂K) ðàññòîÿíèå ìåæäó w è ∂K, ò. å.

ρ(w, ∂K) = inf
t∈∂K

|w − t|.
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Ë å ì ì à . Äëÿ âûïóêëûõ êîìïàêòîâ K , óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ (À), èìååò
ìåñòî íåðàâåíñòâî

G(w) 6 C {ρ(w, ∂K)} 1
n , w ∈ K, (3)

ãäå C îò w íå çàâèñèò.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Èç óñëîâèÿ (À) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ êàæäîé òî÷êè ζ ∈ ∂K
è îïîðíîé ïðÿìîé l, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç ζ, ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü Dζ ýòîé òî÷êè
è ïàðàáîëà ÷åòíîãî ïîðÿäêà n ñ âåðøèíîé ζ è ñ êàñàòåëüíîé l òàê, ÷òî âåòâè ýòîé
ïàðàáîëû îõâàòûâàþò ìíîæåñòâî K ∩Dζ . Ìíîæåñòâî

K ′ = K \
( ⋃

ζ∈∂K

Dζ

)

êîìïàêòíî âíóòðè K, ò. å. ρ(K ′, ∂K) > 0. Ââèäó òîãî, ÷òî K � êîìïàêò, èç
îïðåäåëåíèÿ (2) ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèÿ G(w) îãðàíè÷åíà íåêîòîðîé êîíñòàíòîé M ,
G(w) 6 M . Ïóñòü

C = max
{

1; M
[
ρ(K ′, ∂K)

]− 1
n

}

Äëÿ w ∈ K ′ èìååì

G(w) 6 M 6 C
[
ρ(K ′, ∂K)

] 1
n 6 C [ρ(w, ∂K)]

1
n . (4)

Â ñëó÷àå æå w ∈ K \K ′ âûáåðåì ζ0 ∈ ∂K òàê, ÷òîáû

ρ(w, ∂K) = ρ(w, ζ0). (5)

Îïîðíàÿ ïðÿìàÿ ê êîìïàêòó K ÷åðåç òî÷êó ζ0, î÷åâèäíî, ïåðïåíäèêóëÿðíà ê ïðÿ-
ìîé d, ñîåäèíÿþùåé òî÷êè w è ζ0, èíà÷å íà ∂K ñóùåñòâîâàëè áû òî÷êè, ðàñïîëî-
æåííûå ê w áëèæå, ÷åì ζ0, ÷òî ïðîòèâîðå÷èëî áû (5). Ïðîâåäÿ ñîîòâåòñòâóþùóþ
ïàðàáîëó ïîðÿäêà n ñ îñüþ d è ñ âåðøèíîé ζ0, óáåæäàåìñÿ, ÷òî

G(w) 6 |w − ζ|1/n = [ρ(w, ∂K)]1/n . (6)

Îáúåäèíÿÿ (4) è (6), ïîëó÷àåì óòâåðæäåíèå (3) ëåììû äëÿ âñåõ òî÷åê w ∈ K .

Ò å î ð å ì à . Ïóñòü K � âûïóêëûé êîìïàêò, óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèþ (À).
Äëÿ òîãî, ÷òîáû ôóíêöèÿ f(z) ÿâëÿëàñü êðàéíåé òî÷êîé ìíîæåñòâà
H∞(D,K), íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî âûïîëíåíèå óñëîâèÿ

2π∫

0

log ρ
(
f(eiθ), ∂K

)
dθ = −∞. (7)

Í å î á õ î ä è ì î ñ ò ü. Ïóñòü èíòåãðàë â ëåâîé ÷àñòè (7) ñõîäèòñÿ. Ôóíêöèÿ

h(z) = exp





1
2π

2π∫

0

eiθ + z

eiθ − z
log ρ

(
f(eiθ), ∂K

)
dθ





ãîëîìîðôíà è îãðàíè÷åíà â êðóãå D è äëÿ ïî÷òè âñåõ θ èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî
|h(eiθ)| = ρ

(
f(eiθ), ∂K

)
. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî f(eiθ±h(eiθ) ∈ K ïî÷òè âñþäó, ïîýòîìó
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f(z)± h(z) ∈ K , z ∈ D . Ïîñêîëüêó h(z) 6≡ 0 , ýòî çíà÷èò, ÷òî f(z) íå ÿâëÿåòñÿ
êðàéíåé òî÷êîé.

Ä î ñ ò à ò î ÷ í î ñ ò ü. Ïóñòü g(z) ãîëîìîðôíà â D è f(z)± g(z) ∈ K. Â ñèëó
îïðåäåëåíèÿ (2) ôóíêöèè G(w) èìååì |g(z)| 6 G (f(z)) . Ó÷èòûâàÿ (3), ïîëó÷èì

|g(eiθ)| 6 G(f(eiθ)) 6 C
[
ρ(f(eiθ), ∂K)

]1/n
.

Ëîãàðèôìèðóÿ è èíòåãðèðóÿ ïîëó÷åííîå íåðàâåíñòâî, ñ ó÷åòîì (7) áóäåì èìåòü

2π∫

0

log |g(eiθ)|dθ 6 log C +
1
n

2π∫

0

log ρ(f(eiθ), ∂K)dθ = −∞.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî g(z) 6≡ 0 , ò. å. f(z) ÿâëÿåòñÿ êðàéíåé òî÷êîé ìíîæåñòâà
H∞(D;K) .

Çàìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå, êîãäà K � êðóã, ρ(f(eiθ), ∂K) = 1 − |f(eiθ)| , è óñëîâèå
(7) ñâîäèòñÿ ê óñëîâèþ (1).

Åðåâàíñêèé Ãîñóäàðñòâåííûé Óíèâåðñèòåò

A. I. Petrosyan

Holomorf funkcianeri oro� bazmu�yunneri �qstremal keteri masin
bazmu�yunneri masin

Dicuq D-n miavor �rjann �, K -n kompakt  u�ucik bazmu�yun � har�u�yan
vra, H∞(D)-ov n�anakenq ayn bolor holomorf funkcianeri bazmu�yun�, oronq
artapatkerum en D-n K -i mej: H∞(D)-n D-um holomorf u sahmana�ak funk{
cianeri tara�u�yunum kazmum � u�ucik bazmu�yun: Hodva�um nkaragrva� en
H∞(D) bazmu�yan �qstremal keter�, erb K -n bavararum � oro� paymannerin:
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