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Ðàâíîìåðíîå ïðèáëèæåíèå ïîëèíîìàìè íà ñïåöèàëüíûõ
ïîëèýäðàõ Âåéëÿ ñ âåùåñòâåííî íåâûðîæäåííûì îñòîâîì â

ïðîñòðàíñòâå C2

(Ïðåäñòàâëåíî àêàäåìèêîì ÀÍ Àðìÿíñêîé ÑÑÐ Ì. Ì. Äæðáàøÿíîì 15/II 1980)

Â ðàáîòå [1] äîêàçàíî, ÷òî â âåùåñòâåííî íåâûðîæäåííîì ïîëèýäðå Âåéëÿ D â
ïðîñòðàíñòâå C2 ∂ -óðàâíåíèå èìååò ðåøåíèå, äîïóñêàþùåå ðàâíîìåðíóþ îöåíêó.
Èç ýòîãî ôàêòà, à òàêæå èç âîçìîæíîñòè ëîêàëüíîãî ãîëîìîðôíîãî ïðèáëèæåíèÿ
íà âåùåñòâåííî íåâûðîæäåííûõ ïîëèýäðàõ ñ ïîìîùüþ áîëåå èëè ìåíåå ñòàíäàðò-
íûõ ðàññóæäåíèé (ñì. íàïðèìåð, [2]) ñëåäóåò, ÷òî ïðîñòðàíñòâî A(D) ôóíêöèé,
ãîëîìîðôíûõ â îáëàñòè D è íåïðåðûâíûõ íà D, ñîâïàäàåò ñ ðàâíîìåðíûì çàìû-
êàíèåì íà D ïîëèíîìîâ P (D) .

Â íàñòîÿùåé ñòàòüå äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî P (D) = A(D) ïðè ìåíåå îáðåìåíèòåëü-
íûõ â îòíîøåíèè íåâûðîæäåííîñòè óñëîâèÿõ íà D, à èìåííî: D èìååò âåùåñòâåí-
íî íåâûðîæäåííûé îñòîâ; îäíàêî îò ïîëèýäðà òðåáóåòñÿ, ÷òîáû îí áûë ñïåöèàëü-
íûé, ò. å. ÷èñëî îïðåäåëÿþùèõ åãî ôóíêöèé áûëî ðàâíî äâóì (ðàçìåðíîñòè ïðî-
ñòðàíñòâà C2 ). Îòìåòèì, ÷òî êëàññ ñïåöèàëüíûõ ïîëèýäðîâ â ïðîñòðàíñòâå C2

äîñòàòî÷íî øèðîê â òîì ñìûñëå, ÷òî ëþáîé ïîëèýäð ïî òåîðåìå Áèøîïà (ñì. [3])
ìîæíî àïïðîêñèìèðîâàòü ñïåöèàëüíûìè.

Ò å î ð å ì à . Ïóñòü D = {z ∈ C2 : | χi(z)| < 1, i = 1, 2} � ïîëèíîìèàëüíûé
ïîëèýäð Âåéëÿ ñ âåùåñòâåííî íåâûðîæäåííûì îñòîâîì. Òîãäà P (D) = A(D).

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Íàïîìíèì, ÷òî îñòîâ D � ýòî åãî äâóìåðíàÿ ãðàíü
Γ = {z ∈ D : |χ1(z)| = |χ2(z)| = 1}, à åãî âåùåñòâåííàÿ íåâûðîæäåííîñòü îçíà-
÷àåò, ÷òî d|χ1|2 ∧ d|χ2|2 6= 0 íà Γ. Èç ýòîãî óñëîâèÿ òåîðåìû ñëåäóåò, ÷òî ìîæíî
ïîäîáðàòü ñòîëü ìàëîå ÷èñëî δ > 0, ÷òîáû ïîëèýäð

G =
{
z ∈ C2 : 1− δ < |χi(z)| < 1, i = 1, 2

}
,

êîòîðûé êàê áû ¾ïðèñòðîåí¿ ê Γ, ÿâëÿëñÿ âåùåñòâåííî íåâûðîæäåííûì (â äàëü-
íåéøèõ ðàññóæäåíèÿõ ÷èñëî δ ôèêñèðîâàíî). Êàê áûëî îòìå÷åíî âûøå, ëþáàÿ
ôóíêöèÿ èç A(G) ðàâíîìåðíî íà G ïðèáëèæàåòñÿ ôóíêöèÿìè, ãîëîìîðôíûìè â
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îêðåñòíîñòè G. Ïîýòîìó äëÿ ëþáîé f , f ∈ A(D) ⊂ A(G), è ε > 0 íàéäåòñÿ
ôóíêöèÿ Fε, ãîëîìîðôíàÿ â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè G è òàêàÿ, ÷òî

max
z∈G

|f(z)− Fε(z)| < ε. (1)

Äàëåå, âîçüìåì η = η(ε) > 0 òàêèì, ÷òîáû çàìûêàíèå ïîëèýäðà

Gε =
{
z ∈ C2 : 1− δ < |χi(z)| < 1 + η(ε), i = 1, 2

}

ïðèíàäëåæàëî óïîìÿíóòîé îêðåñòíîñòè. Òîãäà Fε áóäåò ãîëîìîðôíîé íà Gε. Îáî-
çíà÷èì

γ1 =
{
z ∈ Gε : |χ1(z)| = |χ2(z)| = 1 + η(ε)

}
;

γ2 =
{
z ∈ Gε : |χ1(z)| = |χ2(z)| = 1δ

}
;

γ3 =
{
z ∈ Gε : |χ1(z)| = 1− δ, |χ2(z)| = 1 + η(ε)

}
;

γ4 =
{
z ∈ Gε : |χ1(z)| = 1 + η(ε), |χ2(z)| = 1− δ

}
.

Îñòîâ ïîëèýäðà Gε ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì ñîîòâåòñòâóþùèì îáðàçîì îðèåíòèðî-
âàííûõ γ1 − γ4. Ñîãëàñíî èíòåãðàëüíîé ôîðìóëå Âåéëÿ, äëÿ z ∈ Gε èìååì

Fε(z) =
4∑

k=1

1
4π2

∫

γk

Fε(ζ)
J(ζ, z)dζ1 ∧ dζ2

[χ1(ζ)− χ1(z)][χ2(ζ)− χ2(z)]
=

4∑

k=1

Ik(z), (2)

ãäå J(ζ, z) =
∣∣∣∣
P11 P12

P21 P22

∣∣∣∣ , Pk1 è Pk2 � êîýôôèöèåíòû Ãåôåðà ïîëèíîìà χk, îïðå-
äåëÿåìûå èç ðàçëîæåíèÿ

χk(ζ)− χk(z) = (ζ1 − z1)Pk1(ζ, z) + (ζ2 − z2)Pk2(ζ, z), k = 1, 2.

Ôóíêöèÿ I1(z) èç ïðàâîé ÷àñòè (2) ãîëîìîðôíà â îêðåñòíîñòè D, òàê êàê ïðè
ζ ∈ γ1 è z ∈ D çíàìåíàòåëü [χ1(ζ) − χ1(z)][χ2(ζ) − χ2(z)] ïîä çíàêîì èíòåãðàëà
I1(z) â íóëü íå îáðàùàåòñÿ. Êàê ñëåäóåò èç äîêàçûâàåìîé íèæå ëåììû, èìååò ìåñòî
íåðàâåíñòâî max

z∈Γ
|Fε(z)−I1(z)| < c1ε, ãäå ÷èñëî c1 îò ε íå çàâèñèò. Âìåñòå ñ (1) ýòî

äàåò max
z∈D

|f(z)−I1(z)| = (ïî ïðèíöèïó ìàêñèìóìà) = max
x∈Γ

|f(z)−I1(z)| < (1+c1)ε,

ò. å. f ðàâíîìåðíî íà D ïðèáëèæàåòñÿ ôóíêöèÿìè, ãîëîìîðôíûìè â îêðåñòíîñòè
D, à â ñèëó òîãî, ÷òî D � ïîëèíîìèàëüíûé ïîëèýäð, òî è ïîëèíîìàìè. Èòàê,
f ∈ P (D), à ïîñêîëüêó f � ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ èç A(D), òî P (D) = A(D).

Ë å ì ì à . Äëÿ èíòåãðàëîâ I2(z)− I4(z) â (2) èìååò ìåñòî îöåíêà

max
z∈Γ

|Ik(z)| < cε, k = 2, 3, 4.

ãäå êîíñòàíòà c îò ε íå çàâèñèò.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ðàññìàòðèâàÿ γ2 êàê îñòîâ ïîëèýäðà

{z ∈ C2 : |χi(z)| < 1− δ, i = 1, 2},
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íà çàìûêàíèè êîòîðîãî ôóíêöèÿ f, ïî óñëîâèþ, ãîëîìîðôíà, ïî ôîðìóëå Âåéëÿ,
ïðè z ∈ Γ èìååì

1
4π2

∫

γ2

f(ζ)
J(ζ, z)dζ1 ∧ dζ2

[χ1(ζ)− χ1(z)][χ2(ζ)− χ2(z)]
= 0.

Ïîýòîìó

I2(z) =
1

4π2

∫

γ2

Fε(ζ)
J(ζ, z)dζ1 ∧ dζ2

[χ1(ζ)− χ1(z)][χ2(ζ)− χ2(z)]
=

=
1

4π2

∫

γ2

[Fε(ζ)− f(ζ)]
J(ζ, z)dζ1 ∧ dζ2

[χ1(ζ)− χ1(z)][χ2(ζ)− χ2(z)]
.

Òàê êàê γ2 ⊂ G, òî èç (1) äëÿ z ∈ Γ ïîëó÷àåì

|I2(z)| 6 ε

4π2

∫

γ2

∣∣∣∣
J(ζ, z)dζ1 ∧ dζ2

[χ1(ζ)− χ1(z)][χ2(ζ)− χ2(z)]

∣∣∣∣ . (3)

Äàëåå, |χk(ζ) − χk(z)| >
∣∣|χk(ζ)| − |χk(z)|∣∣ = δ (k = 1, 2) ïðè z ∈ Γ è ζ ∈ γ2.

Oòñþäà è èç (3) ñëåäóåò
max
z∈Γ

|I2(z)| < cε. (4)

Èíòåãðàë I3 (è àíàëîãè÷íûé åìó I4 ) îöåíèâàåòñÿ íåñêîëüêî ñëîæíåå. Ðàññìîòðèì
âåùåñòâåííî òðåõìåðíóþ ãðàíü ïîëèýäðà Gε

σ = {ζ ∈ Gε : |χ1(ζ)| = 1− δ, 1− δ < |χ2(ζ)| < 1 + η(ε)} .

Ýòà ãðàíü îãðàíè÷åíà öèêëàìè γ2 è γ3. Ïðè ôèêñèðîâàííîì z0 ∈ Γ ôîðìà

ω = Fε(ζ)
J(ζ, z0)dζ1 ∧ dζ2

[χ1(ζ)− χ1(z0)][χ2(ζ)− χ2(z0)]

èìååò îñîáåííîñòÿìè íà σ êðèâóþ

Pz0 = {ζ ∈ σ : |χ1(ζ)| = 1− δ1, χ2(ζ) = χ2(z0)} ,

à íà σ \ Pz0 ýòà ôîðìà çàìêíóòà. Ïî ôîðìóëå Ñòîêñà
∫

γ2

ω −
∫

γ3

ω =
∫

σ

dω +
∫

Pz0

res ω,

èëè
I2(z0)− I3(z0) =

∫

Pz0

res ω.

Îòñþäà è èç (4) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ îöåíêè I3 äîñòàòî÷íî îöåíèòü
∫

Pz0

res ω. Çäåñü

res ω =
Fε(ζ)J(ζ, z0)

χ1(ζ)− χ1(z0)

(
∂χ2

∂ζ2

)−1

dζ1 = − Fε(ζ)J(ζ, z0)
χ1(ζ)− χ1(z0)

(
∂χ2

∂ζ1

)−1

dζ2.
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Âòîðîå ðàâåíñòâî ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî íà Pz0 èìååì χ2(ζ) ≡ χ2(z0), ïîýòîìó dχ2 =

= 0, ò. å.
(

∂χ2

ζ2

)−1

dζ1 =
(

∂χ2

ζ1

)−1

dζ2. Åñëè â âûðàæåíèè äëÿ res ω ôóíêöèþ Fε

çàìåíèòü íà f, òî ïîëó÷åííàÿ ôîðìà

Ω =
f(ζ)J(ζ, z0)

χ1(ζ)− χ1(z0)

(
∂χ2

∂ζ2

)−1

dζ1 = − f(ζ)J(ζ, z0)
χ1(ζ)− χ1(z0)

(
∂χ2

∂ζ1

)−1

dζ2

âî âñåõ òî÷êàõ àíàëèòè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè

Tz0 = {ζ : |χ1(ζ)| < 1− δ χ2(ζ) = χ2(z0)}

ãîëîìîðôíà, êðîìå îñîáåííîñòåé M ∩ Tz0 , ãäå

M = {ζ ∈ C2 : grad χ2(ζ) = 0}.

Íî êàæäàÿ ñâÿçíàÿ êîìïîíåíòà ìíîæåñòâà M � ëèáî òî÷êà, ëèáî óðîâåíü ôóíê-
öèè χ2 (î÷åâèäíî, îòëè÷íûé îò óðîâíÿ χ2(ζ) = χ2(z0)). Òàêèì îáðàçîì, íà Tz0

ìîãóò áûòü òîëüêî îäíîòî÷å÷íûå êîìïîíåíòû ìíîæåñòâà M, ïîýòîìó äëÿ âñåõ z
èç íåêîòîðîé âûêîëîòîé îêðåñòíîñòè òî÷êè z0 íà ïîâåðõíîñòè Tz ôîðìà Ω îñî-
áåííîñòåé íå èìååò. Çàìåòèâ, ÷òî ∂Tz = Pz, ïî ôîðìóëå Ñòîêñà áóäåì èìåòü

∫

Pz

Ω =
∫

Tz

dΩ = 0.

Èíòåãðàë
∫

Pz

Ω, î÷åâèäíî, îò z çàâèñèò íåïðåðûâíî (ïî êðàéíåé ìåðå, â íåêîòîðîé

îêðåñòíîñòè òî÷êè z0 ). Ïîýòîìó
∫

Pz0

Ω = 0. Îòñþäà, ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî

|χ1(ζ)− χ1(z0)| > δ ïðè ζ ∈ Pz0 , èìååì
∣∣∣∣∣
∫

Pz0

resω
∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
∫

Pz0

resω −
∫

Pz0

Ω

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
∫

Pz0

[Fε(ζ)− f(ζ)]
[χ1(ζ)− χ1(z0)]

(
∂χ2

∂ζ2

)−1

J(ζ, z0)dζ1

∣∣∣∣∣ < cε

Åñëè ∂χ2

∂ζ2
îáðàùàåòñÿ â íóëü â íåêîòîðûõ òî÷êàõ íà Pz0 , òî â ýòèõ òî÷êàõ ∂χ2

∂ζ1
6= 0

è ìû çàìåíÿåì
(

∂χ2

∂ζ2

)−1

dζ1 íà −
(

∂χ2

∂ζ1

)−1

dζ2 .

Îöåíêà èíòåãðàëà I4(z) ïðîâîäèòñÿ àíàëîãè÷íî.

Â çàêëþ÷åíèå àâòîð âûðàæàåò áëàãîäàðíîñòü Ã. Ì. Õåíêèíó çà èíòåðåñ ê ðàáîòå
è ïîëåçíûå îáñóæäåíèÿ.

Åðåâàíñêèé ãîñóäàðñòâåííûé
óíèâåðñèòåò
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A. I. Petrosyan

C2 tara�u�yan mej gtnvo� irakan imastov o� �a�oxvo� henqov Veyli
hatuk bazmanisteri vra havasara�a� motarkum bazmandamnerov

Dicuq D-n erk�a� kompleqs tara�u�yan mej gtnvo� Veyli hatuk bazma{
nist �, ori henq� irakan imastov o� �a�oxvo� �: Bazmanist� ko�vum � hatuk,
e�e nran oro�o� bazmandamneri qanak� ham�nknum � tara�u�yan �a�o�aka{
nu�yan het: N�enq, or hatuk bazmanisteri �ntaniq� bavakanin layn � ayn
imastov, or, �st Bi�opi �eoremi, kamayakan bazmanist kareli � motarkel
hatuknerov:

Hodva�um apacucvum �, or kamayakan funkcia, or� holomorf � D-um  
an�ndhat � D-um, motarkvum � bazmandamnerov havasara�a� D-i vra: Apa{
cucman e�anak� ogtagor�um � (1)-um stacva� ∂̄ -havasarman havasara�a�
gnahatakanov lu�um�:
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