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Ìíîæåñòâà ïèêà êëàññîâ ãëàäêèõ ôóíêöèé â ñòðîãî
ïñåâäîâûïóêëîé îáëàñòè

(Ïðåäñòàâëåíî àêàäåìèêîì ÀÍ Àðìÿíñêîé ÑÑÐ Ì. Ì. Äæðáàøÿíîì 26/XI 1983)

Ïóñòü D � ñòðîãî ïñåâäîâûïóêëàÿ îáëàñòü ñ ðåãóëÿðíîé ãðàíèöåé â ïðîñòðàí-
ñòâå Cn , ò. å.

D = {z ∈ Cn : ρ(z) < 0},
ãäå âåùåñòâåííîçíà÷íàÿ áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ ρ(z) îïðåäåëåíà
â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè çàìûêàíèÿ îáëàñòè D è êîìïëåêñíûé ãåññèàí

n∑

i,k=0

∂2ρ(z)
∂zi∂z̄k

wiw̄k

ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåí ïðè âñåõ z ∈ ∂D . Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ak(D) êëàññ ôóíê-
öèé, ãîëîìîðôíûõ â D , ó êîòîðûõ âñå ïðîèçâîäíûå äî k -ãî ïîðÿäêà íåïðåðûâíî
ïðîäîëæàþòñÿ íà D . Ïîäìíîãîîáðàçèå M íà ãðàíèöå ∂D îáëàñòè íàçûâàåòñÿ
ìíîãîîáðàçèåì ïèêà äëÿ Ak(D) , åñëè äëÿ êàæäîãî êîìïàêòà K ⊂ M ñóùåñòâóåò
ôóíêöèÿ f ∈ Ak(D) (ôóíêöèÿ ïèêà) òàêàÿ, ÷òî f(z) = 1 ïðè z ∈ K , è |f(z)| < 1
ïðè z ∈ D \K . Î÷åâèäíî, ýòî óñëîâèå ìîæíî çàìåíèòü íà

f(z) = 0 ïðè z ∈ K, è Re f(z) > 0 ïðè z ∈ D \K. (1)

Â ðàáîòå Ã. Ì. Õåíêèíà è À. Å. Òóìàíîâà (1) ïîêàçàíî, ÷òî ìíîãîîáðàçèå ïèêà M
äëÿ A(D) = A0(D) â êàæäîé òî÷êå z ∈ M äîëæíî óäîâëåòâîðÿòü óñëîâèþ

Tz(M) ⊂ T c
z (∂D). (2)

Çäåñü Tz(M) � ïðîñòðàíñòâî, êàñàòåëüíîå ê M â òî÷êå z , T c
z (∂D) � êîìïëåêñíîå

êàñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî ê ∂D â òî÷êå z , ò. å.

T c
z (∂D) =

{
ζ ∈ Cn :

n∑

k=1

ζk
∂ρ(z)
∂zk

= 0

}
.
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Â òîé æå ðàáîòå äîêàçàíî, ÷òî åñëè M ïðèíàäëåæèò êëàññó ãëàäêîñòè C3 , òî óñëî-
âèå (2) ÿâëÿåòñÿ è äîñòàòî÷íûì, ÷òîáû M áûëî ìíîãîîáðàçèåì ïèêà äëÿ A(D) .
Âïîñëåñòâèè â ðàáîòå Ðóäèíà (2) óñëîâèå íà M áûëî îñëàáëåíî: äîñòàòî÷íî, ÷òîáû
M áûëî C1 -ãëàäêèì. Ñëó÷àé A∞(D) èññëåäîâàí â (3) è (4) .

Íàñòîÿùàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà èññëåäîâàíèþ ìíîãîîáðàçèé ïèêà äëÿ Ak(D) ,
2 6 k < +∞ . Äîêàçàíî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå:

Ò å î ð å ì à 1. Åñëè ïîäìíîãîîáðàçèå M êëàññà Ck (k > 3) íà ãðàíèöå ñòðîãî
ïñåâäîâûïóêëîé îáëàñòè D â êàæäîé òî÷êå z ∈ M óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (2),
òî M ÿâëÿåòñÿ ìíîãîîáðàçèåì ïèêà äëÿ Ak−1(D) .

Ïðè äîêàçàòåëüñòâå èñïîëüçóåòñÿ ñõåìà, ïðèìåíåííàÿ â (1) è (3) . Äëÿ çàäàí-
íîãî êîìïàêòà K ⊂ M ñïåðâà ñòðîèòñÿ òàê íàçûâàåìàÿ ¾ïî÷òè àíàëèòè÷åñêàÿ¿
ôóíêöèÿ ïèêà F (z) .

Ò å î ð å ì à 2 (ñì. (1) , à òàêæå (4)). Ïóñòü M � òî æå, ÷òî è â òåîðå-
ìå 1, K � êîìïàêò íà M . Òîãäà â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè Ω ýòîãî êîìïàêòà
ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ F ∈ Ck(Ω), òàêàÿ, ÷òî

a) Íà ìíîæåñòâå D
⋂

Ω íóëè ôóíêöèè F ñîâïàäàþò ñ K ;

b) ∂F = 0 íà M , áîëåå òîãî, ∂F (z) = o
(
d(z,M)k−1

)
, ãäå d(z,M) � ðàññòîÿíèå

ìåæäó z è M ;

c) ReF (z) > cd(z, M)2 ïðè z ∈ D
⋂

Ω. Çäåñü c � êîíñòàíòà, çàâèñÿùàÿ òîëü-
êî îò îáëàñòè D ;

d) gradReF (z) = − χz

‖χz‖2
, grad ImF (z) = − τz

‖τz‖2
, ãäå χz = grad ρ(z) , τz =

= iχz.

Ïóñòü ôóíêöèÿ λ(z) ∈ C∞(Ω) ôèíèòíà â Ω , λ(z) = 1 â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè
êîìïàêòà K è 0 6 λ(z) 6 1 . Ðàññìîòðèì ôîðìó g(z) = ∂

λ(z)
F (z)

.

Ë å ì ì à . Óðàâíåíèå ∂u = g â îáëàñòè D èìååò ðåøåíèå u(z), áåñêîíå÷íî
äèôôåðåíöèðóåìîå íà ìíîæåñòâå D \M è óäîâëåòâîðÿþùåå îöåíêå

Dpu(z) = o
(
d(z, M)k−|p|−3

)
. (3)

Çäåñü p = (p1, . . . , pn) � öåëî÷èñëåííûé âåêòîð, |p| = ∑2n
k=1 pk è

Dpu(z) =
∂|p|u(z)

∂zp1
1 . . . ∂zpn

n ∂z̄
pn+1

1 . . . ∂z̄p2n
n

.

Ðåøåíèå u(z) , äîïóñêàþùåå îöåíêó (3), âûïèñûâàåòñÿ ÿâíîé ôîðìóëîé, ïîëó-
÷åííîé â (5) :

u(z) =
(n− 1)!
(2πi)n

{ ∫

∂D×[0,1]

g(ζ) ∧ ω′(η) ∧ ω(ζ)−
∫

D

g(ζ) ∧ ω′
(

ζ̄ − z̄

|ζ − z|2
)
∧ ω(ζ)

}
,
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ãäå ω′(η) =
n∑

k=1

(−1)k−1ηk dη1 ∧ . . . ∧ dηk−1 ∧ dηk+1 ∧ . . . ∧ dηk,

ω(ζ) = dζ1 ∧ · · · ∧ dζn, ηk = (1− t)
ζ̄k − z̄k

|ζ − z|2 + t
Pk(ζ, z)
Φ(ζ, z)

,

Φ(ζ, z) � ÿäðî Õåíêèíà�Ðàìèðåöà è
n∑

k=1

(ζk − zk)Pk(ζ, z) ≡ 1 . Îöåíêà (3) îñíîâàíà
íà òîì, ÷òî ôîðìà

g = ∂̄
λ

F
=

1
F

∂̄λ− λ
∂̄F

F 2

áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìà íà D \ M , à ïðè ïîäõîäå ê M èìååò ñòåïåííîé
ðîñò. À èìåííî, èç b)�d) ñëåäóåò, ÷òî g(z) = o

(
d(z,M)k−5

)
ïðè z → M âäîëü

êîìïëåêñíîãî êàñàòåëüíîãî íàïðàâëåíèÿ è g(z) = o
(
d(z, M)k−3

)
ïðè z → M âäîëü

êîìïëåêñíîé íîðìàëè, ò. å. ïëîñêîñòè âåêòîðîâ χ è τ .

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ò å î ð å ì û 1. Ïóñòü êîìïàêò K ⊂ M , ôóíêöèè
F (z) è u(z) òå æå, ÷òî â òåîðåìå 2 è ëåììå. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ

v(z) =
λ(z)
F (z)

− u(z).

Èìååì ∂v = ∂
λ

F
− ∂u = g − ∂u = 0 , ò. å. v(z) ãîëîìîðôíà â îáëàñòè D . Äàëåå,

Re v = λ
Re F

|f |2 − Reu. (4)

Èç (3) ïðè k > 3 è p = 0 ñëåäóåò, ÷òî u(z) = o (d(z, M)) , ò. å. ôóíêöèÿ u(z)
îãðàíè÷åíà íà D . Ïîýòîìó ñ ó÷åòîì c) è (4) èìååì

Re v(z) > −max
z∈D

Reu(z) > −∞.

Äîáàâèâ â ñëó÷àå íåîáõîäèìîñòè ê ôóíêöèè u(z) ñîîòâåòñòâóþùóþ êîíñòàíòó,
ìîæíî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî

Re v(z) > 0 ïðè z ∈ D \K. (5)

Ïîêàæåì, ÷òî ôóíêöèÿ

f(z) =
1

v(z)
=

F (z)
λ(z)− u(z)F (z)

(6)

ÿâëÿåòñÿ èñêîìîé ôóíêöèåé ïèêà äëÿ êîìïàêòà K . Ïðåæäå âñåãî, f(z) ãîëîìîðô-
íà â D è, êàê ñëåäóåò èç (5), Re v(z) > 0 ïðè z ∈ D \K . Èç (6) ñëåäóåò, ÷òî íóëè
f(z) ñîâïàäàþò ñ íóëÿìè F (z) , ò. å. ñ ìíîæåñòâîì K (ñì. a)). Òàêèì îáðàçîì,
f óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì (1). Îñòàåòñÿ ïîêàçàòü, ÷òî f ∈ Ap−1(D) . Ôóíêöèÿ f
íà ìíîæåñòâå D \K ïðèíàäëåæèò êëàññó Ck , ïîýòîìó ïðîâåðÿòü íåïðåðûâíîñòü
Dpf, |p| 6 k − 1 ñëåäóåò ëèøü â îêðåñòíîñòè K , ãäå èìååì

f(z) =
F (z)

1− u(z)F (z)
.
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Âçÿâ äëÿ ïðîñòîòû ñëó÷àé p = (k − 1, 0, . . . , 0) , ïîëó÷àåì

Dpf =
k−1∑

m=0

m∑

j=0

(−1)m+1m!
(1− uF )m+1

Cm
k−1C

j
mDk−1−mF ·Dm−jF ·Dju. (7)

Èç îöåíîê (3) ñëåäóåò, ÷òî ïðè j < k − 2 ïðîèçâîäíûå Dju íåïðåðûâíû íà D . À
òå ñëàãàåìûå â (7), êîòîðûå ñîäåðæàò Dk−2u èëè Dk−1u , èìåþò ñîîòâåòñòâóþùèå
ñîìíîæèòåëè F è F 2 , êîòîðûå ¾ãàñÿò¿ ðîñò ýòèõ ïðîèçâîäíûõ.

Åðåâàíñêèé Ãîñóäàðñòâåííûé Óíèâåðñèòåò

A. I. Petrosyan

Piki bazmu�yunner� xist ps dou�ucik tiruy�um o�ork
funkcianeri daseri hamar

Dicuq D-n xist ps dou�ucik tiruy� � Cn tara�u�yan mej, M -� nra ∂D
ezri vra en�abazma� u�yun �, or� yuraqan�yur z ∈ M ketum bavararum �
Tz(M) ⊂ T c

z (∂D) paymanin:
Ayste� Tz(M)-� M bazma� u�yan �o�a�o� tara�u�yunn �, isk T c

z (∂D)-n
∂D-i kompleqs �o�a�o� tara�u�yunn � z ketum: Ak(D)-ov n�anakvum � D-um
holomorf  D-um min� k-rd kargi an�ndhat a�ancyalner uneco� funkcianeri
das�:

Hodva�um apacucvum �, or e�e M -� patkanum � Ck dasin, apa kamayakan
K ⊂ M kompakt bazmu�yun handisanum � piki bazmu�yun Ak−1(D)-i hamar:
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