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Â ðàáîòå ïîëó÷åíî ïîëíîå îïèñàíèå ìíîæåñòâ ïèêà àëãåáð ãîëîìîðôíûõ â ïîëèäèñêå
è â òðóáå áóäóùåãî ôóíêöèé Am â ñëó÷àå íåöåëûõ m, m > 2. Â ñëó÷àå öåëûõ m
ïîëó÷åíî äîñòàòî÷íîå óñëîâèå, âåñüìà áëèçêîå ê íåîáõîäèìîìó. Äîêàçàíî, ÷òî âñÿêîå
ìíîæåñòâî ïèêà äëÿ Am ÿâëÿåòñÿ òàêæå è èíòåðïîëÿöèîííûì äëÿ Am ïðè íåöåëûõ
m > 2.

Çàäà÷å îïèñàíèÿ ìíîæåñòâ ïèêà è èíòåðïîëÿöèè äëÿ Am ïîñâÿùåíî íåìàëî ðàáîò.
Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî â îäíîìåðíîì ñëó÷àå ìíîæåñòâà ïèêà è èíòåðïîëÿöèè äëÿ äèñê-
àëãåáðû A0(U) ñóòü çàìêíóòûå ïîäìíîæåñòâà îêðóæíîñòè ëåáåãîâîé ìåðû íóëü. Äëÿ
àëãåáðû ãëàäêèõ ôóíêöèé Am(U), m 6 1 , ýòè ìíîæåñòâà óæå íå ñîâïàäàþò: ìíîæåñòâà
ïèêà êîíå÷íû (ñì. [1]), à èíòåðïîëÿöèîííûå ìíîæåñòâà ìîãóò áûòü è áåñêîíå÷íûìè è
îïðåäåëÿþòñÿ óñëîâèåì, êîòîðîå äàíî â [2].

Â ìíîãîìåðíîì ñëó÷àå ìíîæåñòâà ïèêà è èíòåðïîëÿöèè åñòåñòâåííåå ðàññìàòðèâàòü
íà îñòîâå, à íå íà ãðàíèöå ïîëèäèñêà. Íàèáîëåå ïîëíî èññëåäîâàí ñëó÷àé ïîëèäèñêà-
àëãåáðû A0(Un). Óñòàíîâëåíî (ñì. [3]), ÷òî ìíîæåñòâà ïèêà è èíòåðïîëÿöèè õàðàêòå-
ðèçóþòñÿ òåì, ÷òî âàðèàöèÿ ëþáîé îðòîãîíàëüíîé ìåðû íà íèõ ðàâíà íóëþ. Åñòü áîëåå
ãåîìåòðè÷íîå (íî òîëüêî äîñòàòî÷íîå) óñëîâèå â òåðìèíàõ S-øèðèíû � òåîðåìà Ôîðåë-
ëè, ïðèâåäåííàÿ â [3]. Äðóãîå äîñòàòî÷íîå óñëîâèå â òîì ñëó÷àå, êîãäà ìíîæåñòâà ïèêà
ëåæàò íà ãëàäêîì ìíîãîîáðàçèè, äàíî â [4]. Â ñëó÷àå ãëàäêèõ ôóíêöèé Ñàåðåíñ è Ñòà-
óò [5] äîêàçàëè ñëåäóþùåå íåîáõîäèìîå óñëîâèå íà ìíîæåñòâî ïèêà: åñëè K ÿâëÿåòñÿ
ìíîæåñòâîì ïèêà äëÿ Am(Un) , m > 1 , òî â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè ìíîæåñòâà K ñóùå-
ñòâóåò ïðîñòðàíñòâåííîïîäîáíîå ìíîãîîáðàçèå M êëàññà Cm òàêîå, ÷òî K ⊂ M. Â [5]
èññëåäîâàíà òàêæå äîñòàòî÷íîñòü ýòîãî óñëîâèÿ è ïîëó÷åíî, ÷òî äëÿ âñÿêîãî êîìïàêò-
íîãî ïîäìíîæåñòâà Cm- ãëàäêîãî ïðîñòðàíñòâåííîïîäîáíîãî ìíîãîîáðàçèÿ ñóùåñòâóåò
ôóíêöèÿ ïèêà èç Am−4(Un). Â òåîðåìå 1 äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ýòó ôóíêöèþ ïðè íåöåëîì
m > 2 ìîæíî âûáðàòü èç Am(Un), ò. å. äîñòèãàåòñÿ ìàêñèìàëüíî âîçìîæíàÿ ãëàäêîñòü
ôóíêöèè ïèêà; ïðè öåëûõ m ïîëó÷àåòñÿ íåêîòîðàÿ ïîòåðÿ ãëàäêîñòè: ôóíêöèÿ ïèêà
ïðèíàäëåæèò Am−0 =

⋂
r<m

Ar. Ïîêà íåèçâåñòíî, ÿâëÿåòñÿ ëè ýòà ïîòåðÿ íåèçáåæíîé. Â
òåîðåìå 3 äàåòñÿ äîñòàòî÷íîå óñëîâèå íà èíòåðïîëÿöèîííîå ìíîæåñòâî äëÿ Am(Un).

Äîêàçàòåëüñòâà òåîðåì îñíîâàíû íà îöåíêå ðîñòà ïðîèçâîäíûõ ðåøåíèÿ ñîîòâåò-
ñòâóþùåãî ∂ -óðàâíåíèÿ ïðè ïîäõîäå ê îñîáåííîñòÿì ïðàâîé ÷àñòè (ëåììà 2). Ïðè
ïîñòðîåíèè ¾ïî÷òè àíàëèòè÷åñêîé¿ ôóíêöèè ïèêà (ëåììà 1) èñïîëüçóåòñÿ ìåòîä, êî-
òîðûé ïîçâîëÿåò âëîæèòü ïîëèäèñê ñïåöèàëüíûì îáðàçîì â ñòðîãî ïñåâäîâûïóêëóþ
îáëàñòü (ñì. [6]). Äëÿ ñòðîãî ïñåâäîâûïóêëîé îáëàñòè ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ ¾ïî÷òè àíàëè-
òè÷åñêîé¿ ôóíêöèè ïèêà äàí â [7] (ñì. òàêæå [8]).

Íàì ïîíàäîáÿòñÿ ñëåäóþùèå î ï ð å ä å ë å í è ÿ è î á î ç í à ÷ å í è ÿ. ×åðåç Un îáî-
çíà÷àåòñÿ åäèíè÷íûé ïîëèäèñê â ïðîñòðàíñòâå Cn :

Un = {z = (z1, . . . , zn) ∈ Cn : |zi| < 1, i = 1, . . . , n} ,

Tn � åãî îñòîâ,

Tn = {z = (z1, . . . , zn) ∈ Cn : |zi| = 1, i = 1, . . . , n} .
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C1- ãëàäêîå ìíîãîîáðàçèå M â íåêîòîðîì îòêðûòîì ïîäìíîæåñòâå îñòîâà íàçûâàåòñÿ
ï ð î ñ ò ð à í ñ ò â å í í î ï î ä î á í û ì, åñëè â êàæäîé òî÷êå q ∈ M âûïîëíÿåòñÿ óñëî-
âèå Tq(M)

⋂
Cq = {0}. Çäåñü Tq(M) � êàñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî ê M â òî÷êå q ; Cq

� çàìûêàíèå ïîëîæèòåëüíîãî êîíóñà â Tq(Tn), îáðàçîâàííîãî êàñàòåëüíûìè âåêòîðàìè

∂

∂θ1

∣∣∣∣
q

, . . . ,
∂

∂θn

∣∣∣∣
q

, θi = arg zi.

Äëÿ öåëîãî ÷èñëà m > 0 ÷åðåç Am(Un) îáîçíà÷àåòñÿ àëãåáðà ôóíêöèé, ãîëîìîðô-
íûõ â Un, ó êîòîðûõ âñå ïðîèçâîäíûå ïîðÿäêà íå íèæå m íåïðåðûâíî ïðîäîëæàþòñÿ
íà Un. Åñëè æå m íåöåëîå, m = [m] + α, 0 < α < 1, òî Am(Un) îáîçíà÷àåò ïîäàëãåá-
ðó òåõ ôóíêöèé èç A[m](Un), ó êîòîðûõ ïðîèçâîäíûå ïîðÿäêà m óäîâëåòâîðÿþò â Un

óñëîâèþ Ãåëüäåðà ñ ïîêàçàòåëåì α.
Ïîäìíîæåñòâî K îñòîâà íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâîì ïèêà äëÿ Am(Dn), åñëè ñóùåñòâóåò

f ∈ Am(Un), òàêàÿ, ÷òî f |K ≡ 1 è |f | < 1 íà Dn \K.

Ò å î ð å ì à 1. Ïóñòü K � êîìïàêòíîå ïîäìíîæåñòâî îñòîâà Tn, ÷èñëî m > 2
� íåöåëîå. Ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:

1) K � ìíîæåñòâî ïèêà äëÿ Am(Un) .
2) Â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè ìíîæåñòâà K ñóùåñòâóåò ïðîñòðàíñòâåííîïîäîáíîå

ìíîãîîáðàçèå M êëàññà Cm òàêîå, ÷òî K ⊂ M .

Ò å î ð å ì à 2. Åñëè m > 2 � öåëîå ÷èñëî, òî:
à) Âñÿêîå êîìïàêòíîå ïîäìíîæåñòâî ïðîñòðàíñòâåííîïîäîáíîãî ìíîãîîáðàçèÿ

êëàññà Cm ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì ïèêà äëÿ Am−0(Un) ;
á) Âñÿêîå êîìïàêòíîå ïîäìíîæåñòâî ïðîñòðàíñòâåííîïîäîáíîãî ìíîãîîáðàçèÿ

êëàññà Cm+0 =
⋃

r>m
Cr ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì ïèêà äëÿ Am(Un) .

Ë å ì ì à 1. Ïóñòü M � ïðîñòðàíñòâåííîïîäîáíîå ìíîãîîáðàçèå êëàññà Cm , m > 2,
K � åãî êîìïàêòíîå ïîäìíîæåñòâî. Òîãäà â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè Ω êîìïàêòà K
ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ F ∈ Cm(Ω) òàêàÿ, ÷òî

à) Íà ìíîæåñòâå Un
⋂

Ω íóëè ôóíêöèè F ñîâïàäàþò ñ K .
á) |F (z)| > cd(z, M), z ∈ Un

⋂
Ω, ãäå d(z,M) � ðàññòîÿíèå ìåæäó z è M, êîí-

ñòàíòà c îò z íå çàâèñèò.
â) Re F (z) > 0 ïðè z ∈ (

Un
⋂

Ω
) \K .

ã) |∂ F (z)| = O(dm−1(z, M)) ïðè z → M .

Îáðàòèì âíèìàíèå íà òî, ÷òî, â îòëè÷èå îò ñëó÷àÿ ñòðîãî ïñåâäîâûïóêëîé îáëàñòè
(ñì. [7]), â íåðàâåíñòâå á) d(z, M) ó÷àñòâóåò â ïåðâîé, à íå âî âòîðîé ñòåïåíè. Ýòî
óëó÷øåíèå îöåíêè ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì òîãî, ÷òî îñòîâ ïîëèäèñêà íå èìååò êîìïëåêñíûõ
êàñàòåëüíûõ âåêòîðîâ.

Äàëåå, âîçüìåì áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìóþ, ôèíèòíóþ â Ω ôóíêöèþ λ(z), òîæ-
äåñòâåííî ðàâíóþ åäèíèöå â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè K, è ðàññìîòðèì ∂-çàìêíóòóþ ôîð-
ìó òèïà (0,1)

g(z) =
n∑

i=1

gi(z)dzi =

{
∂ [λ(z)F−1(z)], åñëè z ∈ Un ∩ Ω,

0 â îñòàëüíûõ òî÷êàõ Un.

Êîýôôèöèåíòû ýòîé ôîðìû íà ìíîæåñòâå Un \K áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìû, è èõ
ïðîèçâîäíûå ïðè z → K èìåþò ñòåïåííîé ðîñò.

Ñëåäóþùàÿ ëåììà, âîçìîæíî, ïðåäñòàâëÿåò è ñàìîñòîÿòåëüíûé èíòåðåñ.
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Ë å ì ì à 2. Ïóñòü M è K � òå æå, ÷òî â ëåììå 1, k > 3 � íàòóðàëüíîå ÷èñëî.
Óðàâíåíèå ∂u = g èìååò â Un ðåøåíèå uk(z), áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìîå íà Un \K
è óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèÿì:

1) Åñëè m � öåëîå ÷èñëî, òî
Dpu(z) íåïðåðûâíà íà Un ïðè 0 6 |p| 6 m− 3,

Dpu(z) =

{
O(log |d(z, M)|) ïðè |p| = m− 2,

O(dm−2−|p|(z, M)) ïðè m− 1 6 |p| 6 m + k − 3.

2) Åñëè m � íåöåëîå ÷èñëî, òî
Dpu(z) íåïðåðûâíà íà Un ïðè 0 6 |p| 6 [m]− 2,
Dpu(z) = O

(
dm−2−|p|(z, M)

)
ïðè [m]− 1 6 |p| 6 [m] + k − 3.

Çäåñü p = (p1, . . . , p2n) � öåëî÷èñëåííûé âåêòîð, |p| = p1 + · · ·+ p2n,

Dp =
∂|p|

∂zp1
1 . . . ∂zpn

n ∂z
pn+1
1 . . . ∂zp2n

n

.

Â êà÷åñòâå uk(z) áåðåòñÿ ðåøåíèå ∂ -óðàâíåíèÿ, ìèíèìàëüíîå â ïðîñòðàíñòâå L2 ñ
âåñîì [(1− |z1|2) · · · (1− |zn|2)]k−1 . Â [9] äàíà ÿâíàÿ ôîðìóëà äëÿ ýòîãî ðåøåíèÿ.

Ò å î ð å ì à 3. Ïóñòü K � êîìïàêòíîå ïîäìíîæåñòâî îñòîâà, ÷èñëî m > 2 �
íåöåëîå. Åñëè K ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì ïèêà äëÿ Am(Un) , òî äëÿ âñÿêîé ôóíêöèè
f ∈ Cm(K) ñóùåñòâóåò F ∈ Am(Un) òàêàÿ, ÷òî F |K = f |K , ò. å. K � èíòåðïîëÿ-
öèîííîå ìíîæåñòâî äëÿ Am(Un).

Îòìåòèì, ÷òî ýòà òåîðåìà ÿâëÿåòñÿ óñèëåíèåì ñîîòâåòñòâóþùåãî ðåçóëüòàòà èç [5],
ãäå äîêàçàíî, ÷òî ïðè óñëîâèÿõ òåîðåìû 3 ôóíêöèè, ïðèíàäëåæàùèå Cm(K), èíòåðïî-
ëèðóþòñÿ ôóíêöèÿìè èç íåñêîëüêî áîëåå øèðîêîãî êëàññà, ÷åì Am(Un).

Âñå ïðèâåäåííûå âûøå òåîðåìû îáîáùàþòñÿ íà ïðîèçâîëüíûå òðóá÷àòûå êîíóñû â
ïðîñòðàíñòâå Cn. Ïðèâåäåì ôîðìóëèðîâêó îäíîé èç íèõ äëÿ òðóáû áóäóùåãî τ+

τ+ =
{
z ∈ Cn : y2

1 > y2
2 + · · ·+ y2

n, y1 > 0
}

.

Ò å î ð å ì à 4. Äëÿ òîãî, ÷òîáû êîìïàêòíîå ïîäìíîæåñòâî K îñòîâà òðóáû
áóäóùåãî τ+ áûëî ìíîæåñòâîì ïèêà äëÿ Am(τ+) (m > 2 � íåöåëîå), íåîáõîäèìî è
äîñòàòî÷íî, ÷òîáû â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè K ñóùåñòâîâàëî ïðîñòðàíñòâåííîïî-
äîáíîå ìíîãîîáðàçèå M êëàññà Cm òàêîå, ÷òî K ⊂ M.

Åðåâàíñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò Ïîñòóïèëî 4 V 1987
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