
Èçâåñòèÿ ÍÀÍ Àðìåíèè, Ìàòåìàòèêà, òîì 52, í. 6, 2017, ñòð. 35 � 47.

ÎÃÐÀÍÈ×ÅÍÍÛÅ ÏÐÎÅÊÒÎÐÛ È ÄÂÎÉÑÒÂÅÍÍÎÑÒÜ Â
ÏÐÎÑÒÐÀÍÑÒÂÀÕ ÔÓÍÊÖÈÉ, ÃÀÐÌÎÍÈ×ÅÑÊÈÕ Â

ÅÄÈÍÈ×ÍÎÌ ØÀÐÅ

À. È. ÏÅÒÐÎÑßÍ

Åðåâàíñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò

E-mail: apetrosyan@ysu.am

Àííîòàöèÿ. Â ñòàòüå ââîäÿòñÿ áàíàõîâû ïðîñòðàíñòâà ãàðìîíè÷åñêèõ ôóíê-
öèé h∞(φ), h0(φ), è h1(η), çàäàííûõ â åäèíè÷íîì øàðå â Rn. Ýòè ïðîñòðàí-
ñòâà çàâèñÿò îò âåñîâîé ôóíêöèè φ è âåñîâîé ìåðû η. Äëÿ çàäàííîé ôóíêöèè
φ èç äîñòàòî÷íî øèðîêîãî êëàññà ðåøàåòñÿ çàäà÷à äâîéñòâåííîñòè, ò.å. ñòðî-
ÿòñÿ ìåðû η òàêèå, ÷òî h1(η)∗ ∼ h∞(φ) è h0(φ)∗ ∼ h1(η).

MSC2010 number: 30H05, 46E15.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî; ãàðìîíè÷åñêèå ôóíêöèè; âåñîâàÿ
ôóíêöèÿ; âåñîâàÿ ìåðà; îãðàíè÷åííûé ïðîåêòîð; äâîéñòâåííîñòü.

1. Ââåäåíèå

Ïîëîæèòåëüíàÿ, íåïðåðûâíàÿ è óáûâàþùàÿ íà [0, 1) ôóíêöèÿ φ íàçûâàåò-
ñÿ âåñîâîé ôóíêöèåé, åñëè limφ(r) = 0 ïðè r → 1. Êîíå÷íàÿ, ïîëîæèòåëüíàÿ
áîðåëåâñêàÿ ìåðà η íà [0, 1) íàçûâàåòñÿ âåñîâîé ìåðîé, åñëè åå íîñèòåëü íå ñî-
ñðåäîòî÷åí íè íà êàêîì ïîäèíòåðâàëå [0, ρ), 0 < ρ < 1.

Ïóñòü h∞(φ) � áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî êîìïëåêñíîçíà÷íûõ ôóíêöèé u, ãàð-
ìîíè÷åñêèõ â åäèíè÷íîì êðóãå, ñ íîðìîé ∥u∥φ = sup{u(z)φ(|z|) : |z| < 1} è h0(φ)
� çàìêíóòîå ïîäïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé u, äëÿ êîòîðûõ |u(z)| = o

(
1/φ(|z|)

)
ïðè

|z| → 1.
Â ðàáîòå [1] ïîêàçàíî, ÷òî h∞(φ) èçîìåòðè÷åñêè èçîìîðôíî âòîðîìó ñîïðÿ-

æåííîìó ïðîñòðàíñòâó ê h0(φ). Â [2] áûëà ïîñòàâëåíà è ðåøåíà çàäà÷à äâîé-
ñòâåííîñòè: íàéòè âåñîâóþ ìåðó η íà [0, 1) òàêóþ, ÷òî

h1(η) =
{
v ∈ L1(dη(r) dθ) : v ãàðìîíè÷íî â |z| < 1

}
ÿâëÿåòñÿ ïðîìåæóòî÷íûì ñîïðÿæåííûì, ò. å. h1(η) ∼ h0(φ)

∗ è h1(η)∗ ∼ h∞(φ).
Â óêàçàííîé ðàáîòå [2] ðàññìîòðåí ñëó÷àé n = 2. Êàê èçâåñòíî, âñÿêàÿ ãàðìîíè-
÷åñêàÿ â åäèíè÷íîì êðóãå |z| < 1 ôóíêöèÿ h ðàçëàãàåòñÿ â ðÿä ïî ñòåïåíÿì z è
z, òàê êàê âåùåñòâåííîçíà÷íàÿ ãàðìîíè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ âåùåñòâåííîé
÷àñòüþ ãîëîìîðôíîé ôóíêöèè. Ýòî ïîçâîëÿåò ïðèìåíÿòü ìåòîäû êîìïëåêñíîãî
àíàëèçà.

Íàñòîÿùàÿ ñòàòüÿ ïîñâÿùåíà ðåøåíèþ çàäà÷è äâîéñòâåííîñòè äëÿ ìíîãîìåð-
íîãî ñëó÷àÿ, à èìåííî, äëÿ ôóíêöèé, ãàðìîíè÷åñêèõ â åäèíè÷íîì øàðå â Rn,
n > 2. Ìíîãîìåðíûé ñëó÷àé èìååò ñïåöèôèêó â òîì ñìûñëå, ÷òî íå ïðèõîäèòñÿ
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ãîâîðèòü î ñâÿçè ìåæäó ãàðìîíè÷åñêèìè è ãîëîìîðôíûìè ôóíêöèÿìè, è âìåñòî
ñòåïåíåé z è z ìû èìååì äåëî ñî ñôåðè÷åñêèìè ãàðìîíèêàìè.

Íèæå ïðèìåíÿþòñÿ ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:
Rn � n-ìåðíîå åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî;
B = {x ∈ Rn : |x| < 1} � îòêðûòûé åäèíè÷íûé øàð â Rn;
S � åãî ãðàíèöà, ÿâëÿþùàÿñÿ åäèíè÷íîé ñôåðîé;
σ � áîðåëåâñêàÿ ìåðà íà S, èíâàðèàíòíàÿ îòíîñèòåëüíî âðàùåíèé è íîðìèðî-
âàííàÿ óñëîâèåì σ(S) = 1;
h(B) � ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî âñåõ êîìïëåêñíîçíà÷íûõ, ãàðìîíè÷åñêèõ â B
ôóíêöèé.
Ñèìâîëû C, c âñþäó áóäóò îáîçíà÷àòü ïîëîæèòåëüíûå ïîñòîÿííûå, âîçìîæíî,
ðàçëè÷íûå â ðàçíûõ ìåñòàõ.

2. Ïðîñòðàíñòâà ãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé

Ïóñòü φ(r)� âåñîâàÿ ôóíêöèÿ è η � âåñîâàÿ ìåðà. Ïðîäîëæèì φ â B, ïîëîæèâ
φ(x) = φ(|x|). Äëÿ u ∈ h(B) ïîëîæèì

∥u∥φ = sup
{
|u(x)|φ(x) : x ∈ B

}
= sup

{
M∞(u, r)φ(r) : r < 1

}
,

∥u∥η =

∫
S

∫ 1

0

|u(rζ)| dη(r)dσ(ζ) =
∫ 1

0

M1(u, r) dη(r),

ãäå M∞(u, r) = sup{|u(x) : |x| = r}, M1(u, r) =

∫
S

|u(rζ)| dσ(ζ)
Îïðåäåëèì ïðîñòðàíñòâà ãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé:

h∞(φ) =
{
u ∈ h(B) : ∥u∥φ <∞

}
,

h0(φ) =
{
u ∈ h(B) : lim

r→1
M∞(u, r)φ(r) = 0

}
,

h1(η) =
{
u ∈ h(B) : ∥u∥η <∞

}
.

Î÷åâèäíî, h0(φ) ⊂ h∞(φ), òàê ÷òî ìîæíî èñïîëüçîâàòü íîðìó ∥u∥φ äëÿ h0(φ).
Ñëåäóþùèå äâà ïðåäëîæåíèÿ ïîñâÿùåíû îñíîâíûì ñâîéñòâàì ýòèõ ïðîñòðàíñòâ.

Ïðåäëîæåíèå 2.1. Ïóñòü h îçíà÷àåò ëþáîå èç òðåõ ââåäåííûõ âûøå ïðî-
ñòðàíñòâ. Òîãäà:

(i) åñëè b � îãðàíè÷åííîå ïîäìíîæåñòâî h, òî ôóíêöèè èç b ðàâíîìåðíî
îãðàíè÷åíû íà êàæäîì êîìïàêòíîì ïîäìíîæåñòâå B;

(ii) ñõîäÿùàÿñÿ â h ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî íà êîìïàêò-
íûõ ïîäìíîæåñòâàõ B;

(iii) äëÿ ëþáîé òî÷êè x ∈ B çíà÷åíèå â x ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííûì ëèíåéíûì
ôóíêöèîíàëîì íà h;

(iv) h � áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî;
(v) h0(φ) ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì ïîäïðîñòðàíñòâîì h∞(φ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Â [3, Ïðåäëîæåíèå 2] äëÿ u ∈ h1(η) ïîëó÷åíî íåðàâåíñòâî,
èìåþùåå â íàøèõ îáîçíà÷åíèÿõ âèä

|u(x)| ≤ 2n

(1− |x|)n−1

(∫ 1

(1+|x|)/2
|dη(t)|

)−1

∥u∥η, x ∈ B.
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Îòñþäà äëÿ u ∈ h1(η) ñëåäóþò (i) è (iii). Äëÿ h∞(φ) è h0(φ) ýòè óòâåðæäåíèÿ
î÷åâèäíû. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî (ii) ñëåäóåò èç (i).

Äîêàæåì (iv). Î÷åâèäíî, ïðîñòðàíñòâà h ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíûìè íîðìèðîâàí-
íûìè, ïîýòîìó äîñòàòî÷íî äîêàçàòü èõ ïîëíîòó. Äîêàæåì ïîëíîòó h1(η). Ïóñòü
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü uj ôóíäàìåíòàëüíà â h1(η) è ïóñòü K � êîìïàêòíîå ïîä-
ìíîæåñòâî B. Èç (ii) ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò êîíñòàíòà C = C(K) òàêàÿ, ÷òî

max
x∈K

|u(x)| ≤ C∥u∥η

äëÿ âñåõ u ∈ h1(η). Ñëåäîâàòåëüíî,

|uj(x)− uk(x)| ≤ C∥uj − uk∥η

äëÿ ëþáûõ x ∈ K è j, k. Ïîñêîëüêó uj ôóíäàìåíòàëüíà â h
1(η), òî îòñþäà ñëå-

äóåò, ÷òî íà êîìïàêòíûõ ïîäìíîæåñòâàõ B ïîñëåäîâàòåëüíîñòü uj ðàâíîìåðíî
ñõîäèòñÿ ê íåêîòîðîé ôóíêöèè u, ãàðìîíè÷åñêîé â B. Èç ôóíäàìåíòàëüíîñòè uj
ñëåäóåò, ÷òî∫

S

∫ 1

0

|uj(rζ)| dη(r)dσ(ζ) = ∥uj∥η ≤ ∥uj − uk∥η + ∥uk∥η ≤ C.

Èç òåîðåìû Ôàòó ñëåäóåò, ÷òî

∥u∥η =

∫
S

∫ 1

0

|u(rζ)| dη(r)dσ(ζ) ≤ C,

ò. å. u ∈ h1(η).
Ñëó÷àé h∞(φ) ïðîùå. Ïóñòü uj ∈ h∞(φ). Íà êîìïàêòíîì ïîäìíîæåñòâå K

øàðà ôóíêöèÿ φ(x) îòãðàíè÷åíà îò íóëÿ, ïîýòîìó

|uj(x)− uk(x)| ≤ Cφ(x)|uj(x)− uk(x)| = C∥uj − uk∥φ, x ∈ K.

Åñëè uj ôóíäàìåíòàëüíà â h∞(φ), òî îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî íà êîìïàêòíûõ ïîä-
ìíîæåñòâàõ B ïîñëåäîâàòåëüíîñòü uj ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ ê íåêîòîðîé ôóíêöèè
u, ãàðìîíè÷åñêîé â B. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî uj ñõîäèòñÿ ê u è â íîðìå h∞(φ).
(v) ñëåäóåò èç (iv). �

Ïðåäëîæåíèå 2.2. Ïóñòü uϱ(x) = u(ϱx), 0 ≤ ϱ ≤ 1.

(i) Åñëè u ∈ h1(η) èëè u ∈ h0(φ), òî uϱ → u ïî íîðìå, ïðè ϱ→ 1;
(ii) åñëè u ∈ h∞(φ), òî ∥uϱ∥φ ≤ ∥u∥φ è uϱ → u ïîòî÷å÷íî â B;
(iii) ãàðìîíè÷åñêèå ïîëèíîìû ïëîòíû â h1(η) è â h0(φ);
(iv) êàæäàÿ ôóíêöèÿ u ∈ h∞(φ) ÿâëÿåòñÿ ïîòî÷å÷íûì ïðåäåëîì íåêîòîðîé

îãðàíè÷åííîé ïî íîðìå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ãàðìîíè÷åñêèõ ïîëèíîìîâ.
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Äîêàçàòåëüñòâî. (i) Äëÿ h0(φ) ýòî î÷åâèäíî. Ðàññìîòðèì ñëó÷àé h1(η). Äëÿ
ëþáîãî ÷èñëà δ ∈ (0, 1) áóäåì èìåòü

∥uϱ − u∥η =

∫ 1

0

∫
S

|u(ϱrζ)− u(rζ)| dσ(ζ) dη(r) ≤

≤
∫ δ

0

∫
S

|u(ϱrζ)− u(rζ)| dσ(ζ) dη(r)+

+

∫ 1

δ

∫
S

(
|u(ϱrζ)|+ |u(rζ)|

)
dσ(ζ) dη(r).(2.1)

Ââèäó òîãî, ÷òî ôóíêöèÿ |u| ñóáãàðìîíè÷íà, åå ñðåäíåå ïî åäèíè÷íîé ñôåðå

m(ϱ) =

∫
S

|u(ϱrζ)|pdσ(ζ)

ÿâëÿåòñÿ íåóáûâàþùåé âåëè÷èíîé îò ϱ: m(ϱ) ≤ m(1). Îòñþäà è èç (2.1)

∥uϱ − u∥η ≤
∫ δ

0

∫
S

|u(ϱrζ)− u(rζ)| dσ(ζ) dη(r) + 2

∫ 1

δ

∫
S

|u(rζ)| dσ(ζ) dη(r),

îòêóäà âèäíî, ÷òî âûáðàâ ÷èñëî δ, à çàòåì ϱ äîñòàòî÷íî áëèçêèìè ê 1, ïðàâóþ
÷àñòü ýòîãî íåðàâåíñòâà ìîæíî ñäåëàòü ñêîëü óãîäíî ìàëîé.

(ii) ñëåäóåò èç ïðèíöèïà ìàêñèìóìà è íåïðåðûâíîñòè. Êàê èçâåñòíî, ôóíêöèÿ
uϱ, ãàðìîíè÷åñêàÿ â îêðåñòíîñòè B, ðàâíîìåðíî íà B ïðèáëèæàåòñÿ ãàðìîíè÷å-
ñêèìè ïîëèíîìàìè. Èñïîëüçóÿ ýòîò ôàêò, ïîëó÷àåì (iii) è (iv). �

Îòìåòèì åùå, ÷òî â [4] äàíû ñîîòâåòñòâóþùèå ñâîéñòâà ïðîñòðàíñòâ ãîëî-
ìîðôíûõ ôóíêöèé â åäèíè÷íîì øàðå èç Cn.

3. Âîñïðîèçâîäÿùåå ÿäðî

Ðàññìîòðèì ñïåðâà ñëó÷àé ïëîñêîñòè (ò. å. n = 2). Åñëè ôóíêöèÿ u ãàðìîíè÷-
íà â åäèíè÷íîì êðóãå B2, òî, êàê èçâåñòíî, îíà ÿâëÿåòñÿ âåùåñòâåííîé ÷àñòüþ
ãîëîìîðôíîé â B2 ôóíêöèè f . Òàê êàê u = (f + f)/2, òî èç ðàçëîæåíèÿ â ðÿä
Òåéëîðà ïîëó÷àåì ðàçëîæåíèå äëÿ u, èìåþùåå âèä

(3.1) u(reiθ) =
∞∑

k=−∞

akr
|k|eikθ,

ãäå 0 ≤ r < 1. Â ìíîãîìåðíîì ñëó÷àå (ò. å. n > 2) òàêîé ñâÿçè ìåæäó ãàðìîíè÷å-
ñêèìè è ãîëîìîðôíûìè ôóíêöèÿìè íåò, íî ñóùåñòâóåò àíàëîã ðàçëîæåíèÿ (3.1),
â êîòîðîì ðîëü ýêñïîíåíò eikθ èãðàþò ñôåðè÷åñêèå ãàðìîíèêè. Â ñâÿçè ñ ýòèì
íàïîìíèì íåêîòîðûå ôàêòû èç òåîðèè ãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé (ñì., íàïðèìåð,
[5]).

×åðåç Hk(Rn) îáîçíà÷àåòñÿ ìíîæåñòâî âñåõ êîìïëåêñíîçíà÷íûõ îäíîðîäíûõ
ãàðìîíè÷åñêèõ ïîëèíîìîâ ñòåïåíè k â ïðîñòðàíñòâå Rn.

Ñóæåíèå ïîëèíîìà èçHk(Rn) íà ñôåðó S íàçûâàåòñÿ ñôåðè÷åñêîé ãàðìîíèêîé
ñòåïåíè k. Ìíîæåñòâî âñåõ ñôåðè÷åñêèõ ãàðìîíèê ñòåïåíè k îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç
Hk(S).
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Âñÿêàÿ ñôåðè÷åñêàÿ ãàðìîíèêà p ∈ Hk(S) åäèíñòâåííûì îáðàçîì ïðîäîëæà-
åòñÿ äî îäíîðîäíîãî ãàðìîíè÷åñêîãî ïîëèíîìà, êîòîðûé ìû áóäåì îáîçíà÷àòü
òîé æå áóêâîé p.

Hk(S) ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íîìåðíûì çàìêíóòûì ïîäïðîñòðàíñòâîì ãèëüáåðòîâà
ïðîñòðàíñòâà L2(S) ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì

(u, v) =

∫
S

u(ζ)v(ζ) dσ(ζ).

Ïóñòü òî÷êà ξ ∈ S ôèêñèðîâàíà. Ôóíêöèîíàë Λ: Hk(S) → C, îïðåäåëÿåìûé
êàê çíà÷åíèå â òî÷êå ξ: Λ(p) = p(ξ), î÷åâèäíî, ëèíååí. Èç îáùåé òåîðèè ãèëüáåð-
òîâûõ ïðîñòðàíñòâ ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò ýëåìåíò Zk(·, ξ) ∈ Hk(S) òàêîé, ÷òî
äëÿ âñåõ p ∈ Hk(S)

p(ξ) =

∫
S

p(ζ)Zk(ζ, ξ) dσ(ζ).

Ôóíêöèÿ Zk íàçûâàåòñÿ çîíàëüíîé ãàðìîíèêîé ïîðÿäêà k ñ ïîëþñîì â òî÷êå ξ.
Îíà âåùåñòâåííà è óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Zk(ζ, ξ) = Zk(ξ, ζ).

Ïóñòü φ � âåñîâàÿ ôóíêöèÿ è η � âåñîâàÿ ìåðà. Ââåäåì ìåðó dµ = φdη è
ìåðó dµ′, îïðåäåëåííóþ ðàâåíñòâîì

(3.2)

∫ 1

0

f(r) dµ′(r) =

∫ 1

0

f(r2) dµ(r), f ∈ C[0, 1].

Î÷åâèäíî, îáå ýòè ìåðû áîðåëåâñêèå, êîíå÷íûå, ïîëîæèòåëüíûå è èõ íîñèòåëè
íå ñîñðåäîòî÷åíû íè íà êàêîì ïîäèíòåðâàëå [0, ρ), 0 < ρ < 1.

Íèæå èñïîëüçóåòñÿ ïîëÿðíàÿ ôîðìà òî÷åê x, y ∈ Rn, ò. å. x = ρξ, y = rζ, ãäå
ξ, ζ ∈ S, ρ > 0, r > 0. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ

(3.3) Rµ(x, y) =

∞∑
k=0

t−1
k ρkrkZk(ξ, ζ) =

∞∑
k=0

t−1
k Zk(x, y),

ãäå tk =
∫ 1

0
rk dµ′(r) =

∫ 1

0
r2k dµ(r). Âî âòîðîì ðàâåíñòâå â (3.3) ÷åðåç Zk(x, y)

îáîçíà÷åíî ïðîäîëæåíèå Zk(ξ, ζ) ïî êàæäîé ïåðåìåííîé ñî ñôåðû íà âñå ïðî-
ñòðàíñòâî Rn êàê îäíîðîäíîãî ãàðìîíè÷åñêîãî ïîëèíîìà ñòåïåíè k, ïîýòîìó
ρkrkZk(ξ, ζ) = Zk(x, y).

Ìû áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ ñîîòíîøåíèåì äâîéñòâåííîñòè ìåæäó h∞(φ) è h1(η),
êîòîðîå çàäàåòñÿ áèëèíåéíîé ôîðìîé:

(3.4) ⟨u, v⟩ =
∫
S

∫ 1

0

u(rζ)v(rζ)φ(r) dη(r) dσ(ζ), u ∈ h∞(φ), v ∈ h1(η).

Ñëåäóþùåå ïðåäëîæåíèå óòâåðæäàåò, ÷òî ⟨u(·), Rµ(x, ·)⟩ = u(x) äëÿ âñåõ u ∈
h∞(φ) ∪ h1(η). Â ýòîì ñëó÷àå ãîâîðÿò, ÷òî ôóíêöèÿ Rµ(x, y) ÿâëÿåòñÿ âîñïðîèç-
âîäÿùèì ÿäðîì äëÿ áèëèíåéíîé ôîðìû (3.4).

Ïðåäëîæåíèå 3.1. a) Ïðè ôèêñèðîâàííîé òî÷êå x ∈ B ôóíêöèÿ Rµ(x, y) ãàð-
ìîíè÷íà â øàðå {y : |y| < |x|−1}.

b) Ôóíêöèÿ Rµ(x, y) ÿâëÿåòñÿ âîñïðîèçâîäÿùèì ÿäðîì äëÿ áèëèíåéíîé ôîð-
ìû (3.4), ò.å. äëÿ âñåõ u ∈ h∞(φ) ∪ h1(η)
(3.5) ⟨u(·), Rµ(x, ·)⟩ = u(x).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Êàê èçâåñòíî (ñì. [5, Theorem 5.33]),

(3.6) |Zk(ξ, ζ)| ≤ dk ≤ Ckn−2, äëÿ âñåõ ξ, ζ ∈ S,

ãäå dk � ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà Hk(S), C � àáñîëþòíàÿ êîíñòàíòà. Òàê êàê
ìåðà µ′ íå ðàâíà íóëþ íè â êàêîé îêðåñòíîñòè 1, òî

tk ≥
∫ 1

s

rkdµ′(r) ≥ sk
∫ 1

s

dµ′(r), k = 0, 1, 2, . . . ,

îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî t−1
k = O(s−k), k → ∞, äëÿ êàæäîãî 0 < s < 1. Îòñþäà è èç

(3.6) ñëåäóåò, ÷òî ðÿä â ïðàâîé ÷àñòè (3.3) ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî è ðàâíîìåðíî íà
ìíîæåñòâå {(x, y) ∈ R2n : |x||y| ≤ q, 0 < q < 1}, îòêóäà è ñëåäóåò óòâåðæäåíèå a).

Ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî φdη = dµ, èç (3.4) ñëåäóåò, ÷òî (3.5) ÿâëÿåòñÿ èíòåãðàëüíûì
ïðåäñòàâëåíèåì: äëÿ âñÿêîé ôóíêöèè u ∈ h∞(φ) èëè u ∈ h1(η)

(3.7) u(x) =

∫
S

∫ 1

0

u(rζ)Rµ(x, rζ) dµ(r) dσ(ζ).

Èìååì

∥u∥µ =

∫
S

∫ 1

0

|u(rζ)| dµ(r)dσ(ζ) =
∫
S

∫ 1

0

|u(rζ)|φ(r) dη(r)dσ(ζ),

îòêóäà

(3.8) ∥u∥µ ≤ ∥u∥φ
∫ 1

0

dη(r) ≤ C∥u∥φ

è

(3.9) ∥u∥µ ≤ maxφ(r)

∫
S

∫ 1

0

|u(rζ)| dη(r) dσ(ζ) ≤ C∥u∥η.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî åñëè u ∈ h∞(φ) ∪ h1(η), òî u ∈ h1(µ). Äëÿ ôóíêöèé æå èç
h1(µ) (â íåñêîëüêî èíûõ îáîçíà÷åíèÿõ) ôîðìóëà (3.7) äîêàçàíà â [3, Theorem 1],
îòêóäà è ñëåäóåò óòâåðæäåíèå b). �

Ïðåäëîæåíèå 3.2. Ïóñòü L(Rµ(x, ·)) � ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà ìíîæåñòâà ôóíê-
öèé {Rµ(x, ·), x ∈ B}. Òîãäà L(Rµ(x, ·)) ïëîòíà â h1(η) è â h0(φ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ñëó÷àé h1(η), äëÿ h0(φ) äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷-
íî. Ñîãëàñíî òåîðåìå Õàíà�Áàíàõà, äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî åñëè Φ ∈ h1(η)∗ è
Φ(Rµ(x, ·)) = 0 äëÿ âñåõ x ∈ B, òî Φ àííóëèðóåò âñå h1(η).

Òàê êàê Rµ(x, y) ãàðìîíè÷íà â |y| < |x|−1, ðÿä (3.3) ýòîé ôóíêöèè ñõîäèòñÿ â

B ðàâíîìåðíî è, ñëåäîâàòåëüíî, òàêæå è ïî íîðìå h1(η). Ïîýòîìó

(3.10) Φ
(
Rµ(x, ·)

)
=

∞∑
k=0

t−1
k Φ

(
Zk(x, ·)

)
äëÿ âñÿêîé òî÷êè x ∈ B.
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Ïóñòü
{
e
(k)
1 , . . . , e

(k)
dk

}
� îðòîíîðìàëüíûé áàçèñ â Hk(S). Òîãäà Zk(x, y) =∑dk

j=1 ē
(k)
j (x)e

(k)
j (y). Èìååì

(3.11) Φ
(
Zk(x, ·)

)
=

dk∑
j=1

c
(k)
j ē

(k)
j (x),

ãäå c
(k)
j = Φ(e

(k)
j ). Òàêèì îáðàçîì, Φ

(
Zk(x, ·)

)
∈ Hk(Rn) è (3.10) ÿâëÿåòñÿ îäíî-

ðîäíûì ðàçëîæåíèåì ôóíêöèè Φ
(
Rµ(x, ·)

)
íà îäíîðîäíûå ïîëèíîìû. Ïîêàæåì,

÷òî èç ðàâåíñòâà Φ
(
Rµ(x, ·)

)
= 0 ñëåäóåò Φ

(
Zk(x, ·)

)
= 0, k = 0, 1, . . .. Çàôèê-

ñèðóåì ζ ∈ S è ðàññìîòðèì ñóæåíèå ôóíêöèè Φ
(
Rµ(x, ·)

)
íà ïðÿìóþ x = rζ,

0 ≤ r < 1. Èìååì

Φ
(
Rµ(rζ, ·)

)
=

∞∑
k=0

t−1
k Φ

(
Zk(rζ, ·)

)
=

∞∑
k=0

t−1
k Φ

(
Zk(ζ, ·)

)
rk ≡ 0

äëÿ âñåõ 0 ≤ r < 1. Ïî òåîðåìå åäèíñòâåííîñòè äëÿ êîýôôèöèåíòîâ ñòåïåííîãî
ðÿäà îäíîé ïåðåìåííîé, Φ

(
Zk(ζ, ·)

)
= 0 (ò. ê. t−1

k ̸= 0), k = 0, 1, . . .. Îòñþäà è èç
(3.11)

Φ
(
Zk(ζ, ·)

)
=

dk∑
j=1

c
(k)
j ē

(k)
j (ζ) = 0, ζ ∈ S, k = 0, 1, . . . ,

îòêóäà â ñèëó ëèíåéíîé íåçàâèñèìîñòè ñèñòåìû
{
ē
(k)
j

}dk

j=1
ñëåäóåò, ÷òî c

(k)
j = 0

j = 1, . . . , dk è äëÿ âñåõ k = 0, 1, . . . ,. Çíà÷èò, Φ àííóëèðóåò âñå ãàðìîíè÷åñêèå
ïîëèíîìû, òàê êàê âñÿêèé ãàðìîíè÷åñêèé ïîëèíîì ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íîé ëèíåé-

íîé êîìáèíàöèåé e
(k)
j . Ñîãëàñíî ïóíêòó (iii) Ïðåäëîæåíèÿ 2.2, Φ àííóëèðóåò âñå

ïðîñòðàíñòâî h1(η). �

Äëÿ âåñîâîé ìåðû η îáîçíà÷èì ÷åðåç L1(dη dσ) è L∞(dη dσ) áàíàõîâû ïðî-
ñòðàíñòâà êîìïëåêñîçíà÷íûõ ôóíêöèé â B, êîòîðûå èíòåãðèðóåìû è, ñîîòâåò-
ñòâåííî, ñóùåñòâåííî îãðàíè÷åíû è èçìåðèìû îòíîñèòåëüíî ìåðû dη dσ. Íîðìó
â ýòèõ ïðîñòðàíñòâàõ îáîçíà÷èì, ñîîòâåòñòâåííî, ÷åðåç ∥·∥η è ∥·∥∞. Ïóñòü, äàëåå

C0(B) � áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî êîìïëåêñîçíà÷íûõ íåïðåðûâíûõ íà B ôóíêöèé,
îáðàùàþùèõñÿ â íóëü íà S, ñ sup-íîðìîé. Êàê èçâåñòíî, äâîéñòâåííûì (ñîïðÿ-
æåííûì) ê C0(B) ÿâëÿåòñÿ M(B) � ïðîñòðàíñòâî êîìïëåêñíûõ êîíå÷íûõ áî-
ðåëåâñêèõ ìåð â B, ñ íîðìîé ïîëíîé âàðèàöèè. Ìû îòîæäåñòâëÿåì L1(dη dσ) ñ
àáñîëþòíî íåïðåðûâíûìè îòíîñèòåëüíî dη dσ ìåðàìè.

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ÿâëÿåòñÿ îñíîâíîé.

Òåîðåìà 3.1. Ïóñòü φ � âåñîâàÿ ôóíêöèÿ, η � âåñîâàÿ ìåðà è Rµ � ñîîò-
âåòñòâóþùåå âîñïðîèçâîäÿùåå ÿäðî (3.3). Ðàññìîòðèì ëèíåéíûå èíòåãðàëüíûå
îïåðàòîðû

(Tf)(x) =

∫
S

∫ 1

0

Rµ(x, rζ)f(rζ) dη(r) dσ(ζ) f ∈ L∞(dη dσ),

(Sν)(x) =

∫
B

Rµ(x, y)φ(y) dν(y) ν ∈M(B).
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Òîãäà ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:

(i) ∥Rµ(x, ·)∥η ≤ c

φ(x)
, x ∈ B.

(ii) T ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííûì îïåðàòîðîì èç L∞(dη dσ) â h∞(φ).
(iii) S ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííûì îïåðàòîðîì èç M(B) â h1(η).
(iv) h1(η)∗ ∼ h∞(φ).
(v) h0(φ)

∗ ∼ h1(η).

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåïîñðåäñòâåííî èç îïðåäåëåíèÿ îïåðàòîðà T ñëåäóåò, ÷òî èç
(i) âûòåêàåò (ii). Â ñàìîì äåëå,

|(Tf)(x)| ≤ ∥f∥∞
∫
S

∫ 1

0

|Rµ(x, rζ)| dη(r) dσ(ζ)

= ∥f∥∞∥Rµ(x, ·)∥η ≤ ∥f∥∞
c

φ(x)
,

îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî ∥Tf∥φ ≤ c∥f∥∞.
Èç òåîðåìû Ôóáèíè ñëåäóåò, ÷òî èç (i) âûòåêàåò òàêæå (iii). Â ñàìîì äåëå,

∥Sν∥η =

∫
B

∣∣∣∣∫
B

Rµ(rζ, y)φ(y) dν(y)

∣∣∣∣ dη(r) dσ(ζ)
≤
∫
B

(∫
B

|Rµ(rζ, y)|dη(r) dσ(ζ)
)
φ(y) d|ν|(y)

≤
∫
B

c

φ(y)
φ(y) d|ν|(y) = c ∥ν∥.

Äîêàæåì, ÷òî èç (iii) ñëåäóåò (v). Óñëîâèå (v) îçíà÷àåò, ÷òî êàæäûé ýëåìåíò èç
h1(η) ìîæåò áûòü îòîæäåñòâëåí ñ ëèíåéíûì ôóíêöèîíàëîì íà h0(φ) ïîñðåäñòâîì
äâîéñòâåííîãî ñîîòíîøåíèÿ (3.4), à òî÷íåå, åñëè äëÿ çàäàííîé ôóíêöèè v ∈ h1(η)
îïðåäåëèòü ôóíêöèîíàë lv(u) = ⟨u, v⟩, u ∈ h0(φ), òî lv ∈ h0(φ)

∗. Îáðàòíî, äëÿ
êàæäîãî ôóíêöèîíàëà l ∈ h0(φ)

∗ äîëæíà ñóùåñòâîâàòü åäèíñòâåííàÿ ôóíêöèÿ
v ∈ h1(η) òàêàÿ, ÷òî l = lv. Êðîìå òîãî, íîðìû ∥lv∥ è ∥v∥η ýêâèâàëåíòíû.

Â ñàìîì äåëå, ñîãëàñíî íåðàâåíñòâó Ãåëüäåðà,

|lv(u)| = |⟨u, v⟩| ≤ ∥v∥η ∥u∥φ.

Òàêèì îáðàçîì, lv ∈ h0(φ)
∗ è ∥lv∥ ≤ ∥v∥η. Îñòàëîñü äîêàçàòü, ÷òî ñóùåñòâóåò

êîíñòàíòà c òàêàÿ, ÷òî âñÿêèé ôóíêöèîíàë l ∈ h0(φ)
∗ ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå

l = lv, ãäå v ∈ h1(η) è ∥v∥η ≤ c ∥l∥.
Îòîæäåñòâëÿÿ u ∈ h0(φ) ñ ôóíêöèåé uφ ∈ C0(B), ìû ìîæåì ðàññìàòðèâàòü

h0(φ) êàê ïîäïðîñòðàíñòâî C0(B). Èç òåîðåìû Õàíà�Áàíàõà ñëåäóåò, ÷òî ñóùå-
ñòâóåò ìåð ν ∈ M(B) òàêàÿ, ÷òî ∥l∥ = ∥ν∥ è l(u) =

∫
B
u(y)φ(y) dν(y). Òàêèì

îáðàçîì,

l(Rµ(x, ·)) =
∫
B

Rµ(x, y)φ(y) dν(y) = (Sν)(x).

Ïóñòü v = Sν. Ñîãëàñíî (iii), v ∈ h1(η) è ∥v∥ ≤ ∥S∥ ∥ν∥ = ∥S∥ ∥l∥. Äàëåå, ïî Ïðåä-
ëîæåíèþ 3.1, lv(Rµ(x, ·)) = ⟨Rµ(x, ·), v⟩ = v(x) = (Sν)(x) = l(Rµ(x, ·)). Òàêèì
îáðàçîì, ôóíêöèîíàëû l è lv ñîâïàäàþò íà ëèíåéíîé îáîëî÷êå L(Rµ(x, ·)) ìíî-
æåñòâà ôóíêöèé {Rµ(x, ·), x ∈ B}. Ïî Ïðåäëîæåíèþ 3.2, l = lv. Åäèíñòâåííîñòü
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ñëåäóåò òàêæå èç Ïðåäëîæåíèÿ 3.2, òàê êàê v îïðåäåëÿåòñÿ âîñïðîèçâîäÿùèì
ÿäðîì.

Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî èç (ii) ñëåäóåò (iv). Òîëüêî íà ýòîò ðàç íóæíî
èñïîëüçîâàòü äâîéñòâåííîñòü ïðîñòðàíñòâ L1(dη dσ) è L∞(dη dσ) âìåñòî äâîé-
ñòâåííîñòè C0(B) è M(B).

Ïóñòü, äàëåå, âûïîëíåíî (iv). Ïðèìåíèâ òåîðåìó Õàíà�Áàíàõà, áóäåì èìåòü

∥Rµ(x, ·)∥η ≤ c sup {|⟨u,Rµ(x, ·)⟩| : u ∈ h∞(φ), ∥u∥φ ≤ 1}

= c sup {|u(x)| : u ∈ h∞(φ), ∥u∥φ ≤ 1} ≤ c

φ(x)
, x ∈ B.

Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî èç (v) ñëåäóåò (i). �

Íåïîñðåäñòâåííî èç îïðåäåëåíèÿ âîñïðîèçâîäÿùåãî ÿäðà ñëåäóåò, ÷òî åñëè S
îãðàíè÷åí, òî îí ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííûì ïðîåêòîðîì èç M(B) íà ïîäïðîñòðàí-
ñòâî h1(η).

Ðàññìîòðèì îïåðàòîð T . Åñëè u ∈ h∞(φ), òî T (uφ) = u. Ýòî ñëåäóåò èç òîãî,
÷òî ÿäðî Rµ âîñïðîèçâîäÿùåå. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî T îãðàíè÷åí. Òîãäà ∥u∥φ ≤
∥T∥ ∥uφ∥∞. Ñëåäîâàòåëüíî, φh∞(φ) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê çàìêíóòîå ïîä-
ïðîñòðàíñòâî L∞(dη dσ). Òàêèì îáðàçîì, åñëè T îãðàíè÷åí, òî îïåðàòîð φT
îñóùåñòâëÿåò îãðàíè÷åííîå ïðîåêòèðîâàíèå èç L∞(dη dσ) íà ïîäïðîñòðàíñòâî
φh∞(φ).

4. Äâîéñòâåííîñòü

Â ýòîì ðàçäåëå ìû ðàññìàòðèâàåì çàäà÷ó äâîéñòâåííîñòè äëÿ øèðîêîãî êëàñ-
ñà âåñîâûõ ôóíêöèé φ. Òåîðåìà 3.1, ïî ñóùåñòâó, ñâîäèò çàäà÷ó äâîéñòâåííîñòè
ê îöåíêå (i) âîñïðîèçâîäÿùåãî ÿäðà, ïðîâåðèòü êîòîðóþ ëåã÷å, ÷åì ñîîòíîøåíèÿ
(iv) è (v).

Ïóñòü ôóíêöèÿ ψ(t) ïîëîæèòåëüíà, íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà, ìîíîòîí-
íî âîçðàñòàåò ê +∞ íà [0,∞) è óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì òðåì óñëîâèÿì:

I. ∆p

[
1

ψ(k)

]
≥ 0, k, p = 0, 1, 2, . . ..

II. Ñóùåñòâóþò a > 0 è t0 > 0 òàêèå, ÷òî ψ(t)/ta ↘ 0 äëÿ t > t0, ïðè t→ ∞.
III. Ñóùåñòâóåò êîíñòàíòà c > 0 òàêàÿ, ÷òî

|∆2ψ(k)| ≤ −c ∆1ψ(k)

k
, k = 1, 2, . . . .

Çäåñü èñïîëüçîâàíî ñòàíäàðòíîå îáîçíà÷åíèå ðàçíîñòè ïîðÿäêà p

∆pf(k) =

p∑
j=0

(−1)j
(
p

j

)
f(k + j).

Ëåììà 4.1. [2, Ëåììà 1] Ïóñòü ôóíêöèÿ ψ(t) ïîëîæèòåëüíà, íåïðåðûâíà, ìî-
íîòîííî âîçðàñòàåò íà [0,∞) è óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ II. Òîãäà ñóùåñòâóþò
êîíñòàíòû c, C òàêèå, ÷òî äëÿ 0 ≤ r < 1

c

1− r
ψ

(
1

1− r

)
≤

∞∑
k=0

ψ(k)rk ≤ C

1− r
ψ

(
1

1− r

)
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Ëåììà 4.2. Ïóñòü ôóíêöèÿ ψ(t) ïîëîæèòåëüíà, íåïðåðûâíà, ìîíîòîííî âîç-
ðàñòàåò íà [0,∞) è óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì II è III. Ïóñòü

R(x, y) =

∞∑
k=0

ψ(k)Zk(x, y).

Òîãäà ∫
S

R(ρξ, rζ) dσ(ζ) ≤ C ψ

(
1

1− ρr

)
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðèìåíÿÿ ïðåîáðàçîâàíèå Àáåëÿ, ïîëó÷èì

R(ξ, rζ) =

q∑
k=0

ψ(k)Zk(ξ, rζ) =

q∑
k=0

ψ(k)rkZk(ξ, ζ)

=

q−1∑
k=0

(
∆1ψ(k)rk

)
Dk(ξ, ζ) + ψ(q)rqDq(ξ, ζ),(4.1)

ãäå Dk(ξ, ζ) =
∑k

m=0 Zm(ξ, ζ).
Èç (3.6) ñëåäóåò, ÷òî |Dq(ξ, ζ)| ≤ C(q + 1)qn−2. Ñ ó÷åòîì ýòîãî íåðàâåíñòâà è

óñëîâèÿ II, áóäåì èìåòü

|ψ(q)rqDq(ξ, ζ)| ≤ Crq(q + 1)qa+n−2.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ïðè q → ∞ ïîñëåäíèé ÷ëåí â ïðàâîé ÷àñòè (4.1) ñòðåìèòñÿ
ê íóëþ è ìû ïîëó÷àåì

R(ξ, rζ) =
∞∑
k=0

(
∆1ψ(k)rk

)
Dk(ξ, ζ).

Åùå ðàç ïðèìåíèâ ïðåîáðàçîâàíèå Àáåëÿ, ïîëó÷èì

R(ξ, rζ) =

∞∑
k=0

(
∆2ψ(k)rk

)
(k + 1)Fk(ξ, ζ),

ãäå Fk(ξ, ζ) =

k∑
m=0

Dm(ξ, ζ) =

k∑
m=0

(k + 1−m)Zm(ξ, ζ). Èñïîëüçóÿ òîæäåñòâî

∆2(ψ(k)rk) =
[
(1− r)2ψ(k) + 2r(1− r)∆1ψ(k) + r2∆2ψ(k)

]
rk,

ïîëó÷àåì îöåíêó

|R(ξ, rζ)| ≤ (1− r)2
∞∑
k=0

(k + 1)ψ(k)rkFk(ξ, ζ)+

+ 2(1− r)
∞∑
k=0

(k + 1)
(
−∆1ψ(k)

)
rk+1Fk(ξ, ζ) +

∞∑
k=0

(k + 1)
∣∣∆2ψ(k)rk+2

∣∣Fk(ξ, ζ).

Äàëåå, ïîñêîëüêó Zm(ξ, ·) ÿâëÿåòñÿ îäíîðîäíûì ãàðìîíè÷åñêèì ïîëèíîìîì ñòå-
ïåíè m, òî èìååì

(4.2)

∫
S

Zm(ξ, ζ) dσ(ζ) = Zm(ξ, 0) =

{
1, åñëè m = 0,

0, åñëè m ≥ 1.
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Ó÷èòûâàÿ, ÷òî Fk(ξ, ζ) =
k∑

m=0

(k + 1−m)Zm(ξ, ζ), èç (4.2) ïîëó÷èì

∫
S

Fk(ξ, ζ) dσ(ζ) = k + 1.

Ïîýòîìó ∫
S

|R(ξ, rζ)| dσ(ζ) ≤ (1− r)2
∞∑
k=0

(k + 1)ψ(k)rk

+ 2(1− r)

∞∑
k=0

(k + 1)
(
−∆1ψ(k)

)
rk+1 +

∞∑
k=0

(k + 1)
∣∣∆2ψ(k)rk+2

∣∣ .(4.3)

Ïðèìåíÿÿ Ëåììó 4.1 ê ôóíêöèè (x+ 1)ψ(x), èìååì

(4.4)

∞∑
k=0

(k + 1)ψ(k)rk ≤ c

(1− r)2
ψ

(
1

1− r

)
.

Äëÿ n > x0 èç II ñëåäóåò

ψ(n+ ε)− ψ(n)

(n+ 1)a
− ψ(n)

na
+

ψ(n)

(n+ 1)a
≤ 0.

Äàëåå, ψ(n+ 1)− ψ(n) ≤ ψ(n)
[
(1 + 1/n)a − 1

]
≤ c ψ(n)/n, ò. å.

−∆1ψ(n) ≤ c
ψ(n)

n
, n = 1, 2, 3, . . . .

Îòñþäà è èç Ëåììû 4.1

(4.5)

∞∑
k=0

(k + 1)
(
−∆1ψ(k)

)
rk+1 ≤ c

1− r
ψ

(
1

1− r

)
.

Ïðèìåíÿÿ óñëîâèå III, çàòåì ñóììèðóÿ ïî ÷àñòÿì è åùå ðàç ïðèìåíÿÿ Ëåììó 4.1,
áóäåì èìåòü

∞∑
k=0

(k + 1)
∣∣∆2ψ(k)rk+2

∣∣ ≤ c
∞∑
k=0

(
(
−∆1ψ(k)

)
rk+2

≤ cr(1− r)
∞∑
k=0

ψ(k)rk − cψ(0)r2 ≤ c ψ

(
1

1− r

)
.(4.6)

Èç (4.3)�(4.6) ñëåäóåò ∫
S

R(ξ, rζ) dσ(ζ) ≤ C ψ

(
1

1− r

)
.

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî R(ρξ, rζ) = R(ξ, ρrζ), îòñþäà ïîëó÷àåì óòâåðæäåíèå ëåììû. �

Òåïåðü ìû â ñîñòîÿíèè äîêàçàòü îñíîâíóþ òåîðåìó î äâîéñòâåííîñòè.
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Òåîðåìà 4.1. Ïóñòü φ � âåñîâàÿ ôóíêöèÿ âèäà φ(r) =
1

ψ
(
1/(1− r)

) , ãäå ψ(t)
ïîëîæèòåëüíà, íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà, ìîíîòîííî âîçðàñòàåò ê ∞ íà
[0,∞) è óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì I, II è III. Òîãäà ñóùåñòâóåò âåñîâàÿ ìåðà
òàêàÿ, ÷òî h0(φ)

∗ ∼ h1(η) è h1(η)∗ ∼ h∞(φ) îòíîñèòåëüíî äâîéñòâåííîãî ñî-
îòíîøåíèÿ (3.4).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ êàæäîãî öåëîãî ÷èñëà m > 1 ïîñòðîèì âåñîâóþ ìåðó ηm,
êîòîðàÿ óäîâëåòâîðÿåò çàêëþ÷åíèþ òåîðåìû. Çàôèêñèðóåì m è çàìåòèì, ÷òî
âìåñòå ñ ψ óñëîâèÿì I, II è III óäîâëåòâîðÿåò òàêæå è ψm. Ïðîâåðÿåòñÿ ýòî ýëå-
ìåíòàðíî. Èç óñëîâèÿ I ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò ïîëîæèòåëüíàÿ êîíå÷íàÿ áîðå-
ëåâñêàÿ ìåðà µ′

m íà [0, 1) òàêàÿ, ÷òî

ψ(k)−m =

∫ 1

0

rkdµ′
m(r), k = 0, 1, 2, . . . .

Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî ïðèìåíèòü èçâåñòíûé êðèòåðèé ðàçðåøèìîñòè ïðîáëå-
ìû ìîìåíòîâ Õàóñäîðôà äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè f(k), à èìåííî: ∆pf(k) ≥ 0,
k, p = 0, 1, 2, . . . (ñì. [6, ñòð. 97, Òåîðåìà 2.6.4]). Çàìåòèì, ÷òî íîñèòåëü µ′

m íå
ñîñðåäîòî÷åí íè íà êàêîì ïîäèíòåðâàëå [0, ρ), 0 < ρ < 1, òàê êàê â ïðîòèâíîì
ñëó÷àå ψ(k)m èìåë áû ýêñïîíåíöèàëüíûé ðîñò, ÷òî ïðîòèâîðå÷èëî áû óñëîâèþ
II. Îïðåäåëèì µm ñîãëàñíî (3.2), ò.å.∫ 1

0

f(r) dµ′
m(r) =

∫ 1

0

f(r2) dµm(r), f ∈ C[0, 1],

è ïîëîæèì dηm(r) = ψ
(
1/(1 − r)

)
dµm(r). Äëÿ òîãî, ÷òîáû ηm áûëà áû âåñîâîé

ìåðîé, îñòàåòñÿ ïîêàçàòü, ÷òî îíà êîíå÷íà. Èç Ïðåäëîæåíèÿ 3.1 ñëåäóåò, ÷òî
âîñïðîèçâîäÿùåå ÿäðî, àññîöèèðîâàííîå ñ φ è ηm, èìååò âèä

Rm(x, y) =

∞∑
k=0

ψ(k)mZk(x, y).

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû äîñòàòî÷íî äîêàçàòü îöåíêó (i) Òåî-
ðåìû 3.1 äëÿ Rm, ò. å.

(4.7)

∫
S

∫ 1

0

|Rm(x, rζ)| dηm(r)dσ(ζ) ≤ c

φ(x)
, x ∈ B.

Áîëåå òîãî, èç (4.7) ïðè x = 0 ñëåäóåò, ÷òî ìåðà dηm êîíå÷íà.
Ïðèìåíåíèå Ëåììû 4.2 äëÿ ψm ñâîäèò (4.7) ê íåðàâåíñòâó

(4.8)

∫ 1

0

ψ

(
1

1− ρr

)m

dηm(r) ≤ cψ

(
1

1− ρ

)
, 0 ≤ ρ < 1,

äîêàçàòåëüñòâî êîòîðîãî ïðèâåäåíî â [2, Theorem 4]. �
Â çàêëþ÷åíèå ïðèâåäåì ïðèìåðû ôóíêöèé ψ(x), óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì

Òåîðåìû 4.1:

ψ(x) = (x+ 1)α, ψ(x) = [ln(x+ 2)]α, ψ(x) = [ln ln(x+ 4)]α, α > 0.

Çàìåòèì, ÷òî âåñîâûå ôóíêöèè φ(x), êîòîðûì çäåñü ñîîòâåòñòâóþò ψ(x) = [ln(x+
2)]α è ψ(x) = [ln ln(x+ 4)]α, íå ÿâëÿþòñÿ íîðìàëüíûìè.
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Abstract. The paper studies the Banach spaces h∞(φ), h0(φ), and h
1(η) of harmonic

functions over the unit ball in Rn. These spaces depend on a weight function φ
and a weight measure η. For a given function φ from a su�ciently broad class of
functions, we solve the duality problem. that is, we construct measures η such that
h1(η)∗ ∼ h∞(φ) and h0(φ)

∗ ∼ h1(η).
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