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Ëåêöèè ïî êîìáèíàòîðíîé èíòåãðàëüíîé

ãåîìåòðèè, Òåòðàäü 1

Ââåäåíèå

Êóðñ íàñòîÿùèõ ëåêöèé àâòîð ïîñâÿùàåò ïàìÿòè ñâîåãî îòöà, àñòðîôèçèêà
Âèêòîðà Àìàçàñïîâè÷à Àìáàðöóìÿíà, äîëãîå âðåìÿ áåññìåííîãî ïðåçèäåíòà
Àêàäåìèè Íàóê Àðìÿíñêîé ÑÑÐ. Â 1965-70 ãã. â Åðåâàíñêîì Èíñòèòóòå Ìàòåìà-
òèêè Â.À. âåë ñåìèíàð, öåëüþ êîòîðîãî áûëà ïåðåäà÷à åãî ìàòåìàòè÷åñêîãî îïû-
òà ìîëîäåæè. Ðóêîâîäèòåëü ñåìèíàðà ïðîïàãàíäèðîâàë âîçìîæíîå ïðèìåíåíèå
ïðèíöèïà èíâàðèàíòíîñòè â òåìàòèêå èíòåãðàëüíîé ãåîìåòðèè.(Â ëèòåðàòóðå
òåðìèí "èíòåãðàëüíàÿ ãåîìåòðèÿ" âïåðâûå ïîÿâèëñÿ êàê çàãëàâèå ìîíîãðàôèè
Â. Áëÿøêå [3].)

Ñâîé ïðèíöèï èíâàðèàíòíîñòè Â.À. Àìáàðöóìÿí ðàçðàáîòàë â ñîðîêîâûå ãî-
äû ïðè ðåøåíèè çàäà÷ òåîðèè ïåðåíîñà ëó÷èñòîãî èçëó÷åíèÿ. Ýòîò òåðìèí ïî
ñåé äåíü õîðîùî èçâåñòåí ñïåöèàëèñòàì. ×àñòî èñïîëüçóåòñÿ ðàâíîçíà÷íûé òåð-
ìèí èíâàðèàíòíîå âëîæåíèå (invariant embedding), ïðåäëîæåííûé àìåðèêàí-
ñêèì ìàòåìàòèêîì Ðè÷àðäîì Áåëëìàíîì. Óæå ïåðâûå øàãè ïî ïðèìåíåíèþ èí-
âàðèàíòíîãî âëîæåíèÿ â èíòåãðàëüíîé ãåîìåòðèè ïîçâîëèëè âñêðûòü ðÿä ðàíåå
íåèçâåñòíûõ ôóíäàìåíòàëüíûõ ôàêòîâ. Â ýïèëîãå ê ñáîðíèêó [4], ãîâîðÿ î ïðèí-
öèïå èíâàðèàíòíîñòè, Â.À. Àìáàðöóìÿí ïèøåò (ïåðåâîä àâòîðà): "... ïðèíöèïû
èíâàðèàíòíîñòè èëè èíâàðèàíòíîå âëîæåíèå íàøëè ïðèìåíåíèå â òàêîé ÷è-
ñòî ìàòåìàòè÷åñêîé îáëàñòè êàê èíòåãðàëüíàÿ ãåîìåòðèÿ, â ðåçóëüòàòå ÷åãî
ðîäèëàñü åå íîâàÿ, êîìáèíàòîðíàÿ âåòâü...". Ñ ìåòîäîì èíâàðèàíòíîãî âëîæå-
íèÿ ìîæíî ïîçíàêîìèòüñÿ â [26]. Îäíàêî íàñòîÿùèå ëåêöèè îïèðàþòñÿ íà íàéäåí-
íûå ïîçäíåå áîëåå íàãëÿäíûå ïðÿìûå ïîäõîäû ê ðåøåíèþ òåõ æå êîìáèíàòîðíûõ
çàäà÷.

Íèæå äàåòñÿ îáçîð íåêîòîðûõ ýïèçîäîâ èç èñòîðèè èíòåãðàëüíîé ãåîìåòðèè,
ñâÿçàííûõ ñ òåìàòèêîé íàñòîÿùèõ ëåêöèé.
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Çàäà÷à Áþôôîíà îá èãëå

Èäåÿ ââåäåíèÿ ìåðû â ïðîñòðàíñòâå ïðÿìûõ ñîäåðæèòñÿ óæå â êëàññè÷åñêîé
çàäà÷å Áþôôîíà î áðîñàíèè èãëû. Íàïîìíèì ôîðìóëèðîâêó ýòîé çíàìåíèòîé
çàäà÷è (Ôðàíöèÿ, 1776 ã.).

Íà ïîâåðõíîñòè ïîëà èìååòñÿ ðåøåòêà ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ ëèíèé ñ åäè-
íè÷íûì ðàññòîÿíèåì ìåæäó ñîñåäíèìè ëèíèÿìè. Íà ïîë ñëó÷àéíî áðîñàåòñÿ èã-
ëà ν äëèíû |ν| < 1. ×åìó ðàâíà âåðîÿòíîñòü p òîãî, ÷òî èãëà ïåðåñå÷åò îäíó
èç íà÷åð÷åííûõ íà ïîëó ïðÿìûõ ëèíèé? Åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ïðîåêöèÿ öåí-
òðà èãëû íà ïðÿìóþ, ïåðïåíäèêóëÿðíóþ ïàðàëëåëüíûì ïðÿìûì ðåøåòêè, èìååò
ðàâíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå íà èíòåðâàëå (0, 1), à íàïðàâëåíèå èãëû íå çàâèñèò
îò ïîëîæåíèÿ öåíòðà è ðàñïðåäåëåíî ðàâíîìåðíî íà (0, π), òî

p =
2 |ν|
π

.

Áþôôîí ïîëó÷èë òî æå ÷èñëåííîå çíà÷åíèå ïóòåì ìíîãîêðàòíûõ áðîñàíèé èãëû,
òàê ñêàçàòü, ìåòîäîì Ìîíòå-Êàðëî.

Ýêâèâàëåíòíîé ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ ôîðìóëèðîâêà çàäà÷è, â êîòîðîé èãëà è
ðåøåòêà ïðÿìûõ ëèíèé ìåíÿþòñÿ ðîëÿìè. Èãëîé áóäåì íàçûâàòü âñÿêèé êîíå÷-
íûé ïðÿìîëèíåéíûé îòðåçîê ν íà Åâêëèäîâîé ïëîñêîñòè IR2. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî
èãëà ν ⊂ IR2 ôèêñèðîâàíà, à ñëó÷àéíûì ÿâëÿåòñÿ ïîëîæåíèå ðåøåòêè ïðÿìûõ.

Íå íàðóøàÿ îáùíîñòè ìîæíî ïîëàãàòü, ÷òî èãëà íàõîäèòñÿ âíóòðè êðóãà
K ⊂ IR2 åäèíè÷íîãî äèàìåòðà. Òîãäà êðóã K ïåðåñåêàåòñÿ ëèøü îäíîé ïðÿ-
ìîé ðåøåòêè, ñêàæåì gK . Òàê êàê îñòàëüíûå ïðÿìûå ðåøåòêè íèêàêîé ðîëè íå
èãðàþò, çàäà÷à Áþôôîíà çàìåíÿåòñÿ ñëåäóþùåé: êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî
ñëó÷àéíàÿ ïðÿìàÿ gK ïåðåñå÷åò èãëó ν? Ïîíÿòíî, ÷òî ðåøåíèå çàâèñèò îò òîãî,
êàêèì âûáèðàåòñÿ âåðîÿòíîñòíîå ðàñïðåäåëåíèå P ñëó÷àéíîé ïðÿìîé gK .

Ñóùåñòâóåò âïîëíå îïðåäåëåííîå, åäèíñòâåííîå ðàñïðåäåëåíèå P , äëÿ êîòî-
ðîãî âåðîÿòíîñòü ïåðåñå÷åíèÿ èãëû ν ïðÿìîé gK ðàâíî Áþôôîíîâó çíà÷åíèþ p
äëÿ êàæäîé èãëû, ëåæàùåé âíóòðè êðóãà K. Ýòî P ïðîïîðöèîíàëüíî ñóæåíèþ
òàê íàçûâàåìîé èíâàðèàíòíîé ìåðû â ïðîñòðàíñòâå ïðÿìûõ íà ìíîæåñòâî

[K] = ïðÿìûå íà ïëîñêîñòè IR2, ïåðåñåêàþùèå êðóã K.

Òàê çàäà÷à Áþôôîíà îá èãëå îêàçûâàåòñÿ ñâÿçàííîé ñî ñëåäóþùèì ðåçóëü-
òàòîì íàñòîÿùèõ ëåêöèé.

Ïðîñòðàíñòâî ïðÿìûõ ïðèíàäëåæàùèõ åâêëèäîâîé ïëîñêîñòè îáîçíà÷èì ÷å-
ðåç G. Ëîêàëüíî-êîíå÷íàÿ ìåðà µ íà G èíâàðèàíòíàÿ îòíîñèòåëüíî ãðóïïû åâ-
êëèäîâûõ äâèæåíèé ïëîñêîñòè (ò. í. "èíâàðèàíòíàÿ ìåðà" ) åäèíñòâåííûì îáðà-
çîì îïðåäåëÿåòñÿ ïîñðåäñòâîì òðåáîâàíèÿ: äëÿ êàæäîé èãëû ν ⊂ IR2

µ([ν]) = 2 |ν|,
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ãäå [ν] ⊂ G = ìíîæåñòâî ïðÿìûõ, ðàçäåëÿþùèõ êîíöû èãëû ν, |ν| � åâêëèäîâà
äëèíà ν.

Çàäà÷à Áþôôîíà-Ñèëüâåñòðà

Â 1890 àíãëèéñêèé ìàòåìàòèê Äæ.Ñèëüâåñòð ðàññìîòðåë [5] ñëåäóþùåå ïðÿìîå
îáîáùåíèå çàäà÷è Áþôôîíà. Ïóñòü íà ïëîñêîñòè çàôèêñèðîâàíû n èãë ν1,...,νn
â îáùåì ïîëîæåíèè. Ñèëüâåñòð ïîêàçàë, ÷òî çíà÷åíèÿ èíâàðèàíòíîé ìåðû íà
ïîäìíîæåñòâàõ G âèäà

B =
n∩

i=1

[νi] èëè B =
n∪

i=1

[νi]

äîïóñêàþò ïðåäñòàâëåíèå

µ(B) =
∑
i<j

uij(B) |Pi, Pj|, (1)

ãäå ñóììà ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ íà âñå ïàðû êîíöîâ èãë ν1,...,νn, à uij(B) � öåëî-
÷èñëåííûå êîýôôèöèåíòû. Ñèëüâåñòð ïîñòàâèë âîïðîñ îá àëãîðèòìå âû÷èñëåíèÿ
êîýôôèöèåíòîâ uij(B) (òàê íàçûâàåìàÿ çàäà÷a Áþôôîíà�Ñèëüâåñòðà). Òà æå çà-
äà÷à, ãäå èãëû çàìåíåíû âûïóêëûìè êîíòóðàìè, ñòàâèëàñü â êíèãå Â. Áëÿøêå [3].
Ïîäðîáíî ðàññìîòðåâ ðåøåíèå, äàííîå Êðîôòîíîì äëÿ ñëó÷àÿ äâóõ âûïóêëûõ
êîíòóðîâ, Â.Áëÿøêå ïèøåò: "Ñëó÷àé òðåõ è áîëüøåãî ÷èñëà âûïóêëûõ êîíòóðîâ
ðàññìàòðèâàëñÿ ïðåäøåñòâåííèêîì Êðîôòîíà íà êàôåäðå Âîåííîé Àêàäåìèè â
Âóëüâè÷å, Äæ. Äæ. Ñèëüâåñòðîì [5]. Ïðè ýòîì óæå äëÿ òðåõ êîíòóðîâ ïðèõî-
äèòñÿ ðàññìàòðèâàòü ìíîæåñòâî ðàçíûõ ñëó÷àåâ" . Îòìåòèì, ÷òî Ì.Â. Êðîôòîí,
àâòîð ñòàòüè "Âåðîÿòíîñòü" â Áðèòàíñêîé ýíöèêëîïåäèè [6], îïðåäåëèâøåé íà
íåñêîëüêî äåñÿòèëåòèé åâðîïåéñêóþ ìàòìàòè÷åñêóþ ìîäó íà ò.í. ãåîìåòðè÷å-
ñêèå âåðîÿòíîñòè .

Â 1973 ðåøåíèå çàäà÷è Áþôôîíà�Ñèëüâåñòðà áûëî íàéäåíî äëÿ ìíîæåñòâ B
èç êëàññà ò.í. Áþôôîíîâûõ ïîäìíîæåñòâ ïðîñòðàíñòâà G, [9], [10]. Êàê îêàçà-
ëîñü, ýòî ðåøåíèå ñòîÿëî ó íà÷àëà òåîðèè, ïîëó÷èâøåé íàçâàíèå Êîìáèíàòîðíîé
Èíòåãðàëüíîé Ãåîìåòðèè.

Èçîïåðèìåòðè÷åñêàÿ ïðîãðàììà Â. Áëÿøêå

Â ñâîèõ "Ëåêöèÿõ ïî Èíòåãðàëüíîé Ãåîìåòðèè" [3] Â.Áëÿøêå ïèøåò, ÷òî îí
ðàçðàáàòûâàë Èíòåãðàëüíóþ Ãåîìåòðèþ ðàäè ïðîäâèæåíèé â âîïðîñàõ èçîïåðè-
ìåòðèè. Öèòèðóåì (ïåðåâîä àâòîðà):
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"ß îòëîæèë ïóáëèêàöèþ íàñòîÿùåé Âòîðîé Òåòðàäè íà íåñêîëüêî ìåñÿöåâ
â íàäåæäå äîêàçàòü Èçîïåðèìåòðè÷åñêîå íåðàâåíñòâî Øâàðöà ìåæäó îáúåìîì
V è ïîâåðõíîñòüþ O âûïóêëîãî òåëà

O3 − 36π V 2 ≥ 0

òåì æå ïóòåì, êàê Ñàíòàëî îáîñíîâàë ñîîòâåòñòâóþùóþ ôîðìóëó äëÿ ïëîñ-
êîñòè

L2 − 4π F ≥ 0. ”

Âåðîÿòíî, ìîæíî ãîâîðèòü îá èçîïåðèìåòðè÷åñêîé ïðîãðàììå Â. Áëÿøêå . Ðÿä
ðåçóëüòàòîâ êîìáèíàòîðíîé èíòåãðàëüíîé ãåîìåòðèè â íàïðàâëåíèè ýòîé ïðî-
ãðàììû ìîæíî íàéòè â [1]. Òàê â [1] áûëà ïîëó÷åíà èçîïåðèìåòðè÷åñêàÿ òåîðåìà
äëÿ äèñêîèäîâ îá ýêñòðåìàëüíîì ñâîéñòâå ïîëóñôåðû â ýòîì êëàññå ïîâåðõíî-
ñòåé.

Êîìáèíàòîðíàÿ Èíòåãðàëüíàÿ Ãåîìåòðèÿ

Â 1982 ãîäó â Àíãëèè áûëà îïóáëèêîâàíà êíèãà [1], äàâøàÿ íàçâàíèå äèñöèïëèíå
êîìáèíàòîðíîé èíòåãðàëüíîé ãåîìåòðèè. Ïðèâåäåì âûäåðæêè èç ðåöåíçèè àìå-
ðèêàíñêîãî ìàòåìàòèêà Ð.Àëåêñàíäåðà [2] íà ýòó êíèãó.

...a base camp in a little explored area of geometry.... From here a number of
interesting problems can be seen from a new perspective. With luck a boom town could
arise. ... a signi�cant contribution to the foundations of integral geometry. [2]

Àâòîðñêèé ïåðåâîä: "...áàçîâûé ëàãåðü â ìàëî èññëåäîâàííîé îáëàñòè ãåîìåò-
ðèè. Îòñþäà ðÿä èíòåðåñíûõ çàäà÷ âèäÿòñÿ â íîâîé ïåðñïåêòèâå. Âåðîÿòíî
âîçíèêíîâåíèå áóìà (èññëåäîâàíèé)....ñóùåñòâåííûé âêëàä â îñíîâàíèÿ èíòå-
ãðàëüíèé ãåîìåòðèè" .

Íàñòîÿùèå ëåêöèè âûáîðî÷íî ïðåäñòàâëÿþò ìàòåðèàë ýòîé êíèãè, ïîïîëíåí-
íûé ðåçóëüòàòàìè ïîñëåäóþùèõ èññëåäîâàíèé.

Âêëàä Êåìáðèäæñêîé øêîëû

Çíà÷èòåëüíûì ñîáûòèåì â ðàçâèòèè êîìáèíàòîðíîé èíòåãðàëüíîé ãåîìåòðèè áûë
Ñåâàíñêèé Ñèìïîçèóì (1976 ã.) ïîñâÿùåííûé äâóõñîòëåòèþ çàäà÷è Áþôôîíà îá
èãëå. Ïîìèìî Àðìÿíñêîé Àêàäåìèè Íàóê, â åãî ïðîâåäåíèè ïðèíèìàëè ó÷àñòèå
Ëîíäîíñêîå Ìàòåìàòè÷åñêîå Îáùåñòâî, áðèòàíñêîå Êîðîëåâñêïîå Îáùåñòâî è
ôðàíöóçñêàÿ Àêàäåìè äå Ñüÿíñ. Ïîÿâèëèñü ïóáëèêàöèè ñáîðíèêà Àêàäåìèè Íà-
óê Àðìÿíñêîé ÑÑÐ [15] è ìîíîãðàôèè [1]. Ïîñëåäíÿÿ, â ÷àñòíîñòè, ñîäåðæèò
Àïïåíäèêñ êåìáðèäæñêîãî ìàòåìàòèêà À.Áàääëè. Îòìåòèì, ÷òî À. Áàääëè ñâîè
ïåðâûå ðåçóëüòàòû ïî êîìáèíàòîðíîé èíòåãðàëüíîé ãåîìåòðèè îïóáëèêîâàë â
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1980 ã. â ñáîðíèêå [15]. Çäåñü îí ïðåäëîæèë ñâîé ïîäõîä ê ðåçóëüòàòàì, óæå ïî-
ëó÷åííûì ìåòîäîì èíâàðèàíòíîãî âëîæåíèÿ. Äàëüíåéøèå åãî ðåçóëüòàòû (â [16]
è Àïïåíäèêñå ê [1]), êàñàëèñü â îñíîâíîì êîìáèíàòîðèêè â ìíîãîìåðíûõ ïðî-
ñòðàíñòâàõ (íèæå ìû èõ ïîäðîáíî íå îáñóæäàåì).

×åòâåðòàÿ ïðîáëåìà Ãèëüáåðòà

Êîìáèíàòîðíaÿ èíòåãðàëüíaÿ ãåîìåòðèÿ òåñíî ñâÿçàíà ñ ÷åòâåðòîé ïðîáëåìîé
Ãèëüáåðòà. Íà ñâÿçü ìåæäó íåïðåðûâíûìè ëèíåéíî-àääèòèâíûìè ïñåâäîìåòðè-
êàìè íà ïëîñêîñòè è ìåðàìè â ïðîñòðàíñòâå ïðÿìûõ Ð.Â. Àìáàðöóìÿí óêàçûâàë
åùå â 1976 ã. â [18] íà áàçå ðåçóëüòàòîâ [9], [10]. Õîòÿ ñâÿçü ñ ÷åòâ�åðòîé ïðî-
áëåìîé Ãèëüáåðòà îòìå÷àëàñü À. Áàääëè â Àïïåíäèêñå ê [1], ïîòðåáîâàëîñü åùå
íåñêîëüêî ëåò äëÿ îêîí÷àòåëíîãî ïðèçíàíèÿ åå êàê ðåøåíèÿ çíàìåíèòîé çàäà÷è,
ñì. [19], [20], [21], [22].

Íàñòîÿùèå ëåêöèè ñóùåñòâåííî äîïîëíÿþò ìàòåðèàë êíèãè [1] íîâûìè ôàê-
òàìè, îòíîñÿùèìèñÿ ê ýòîé ïðîáëåìå.
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Ëåêöèÿ 1. Êîîðäèíàòû è èíâàðèàíòíûå ìåðû â

ïðîñòðàíñòâàõ ïðÿìûõ è ïëîñêîñòåé

1 Êîîðäèíàòû ïðÿìûõ íà ïëîñêîñòè

Ïðîñòðàíñòâî ïðÿìûõ íà ïëîñêîñòè IR2 áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç G. Ïðÿìóþ g ∈ G
ïàðàìåòðèçóåì ïàðîé êîîðäèíàò (p, φ), p ≥ 0, 0 ≤ φ < 2π, òî åñòü ïîëÿðíûìè
êîîðäèíàòàìè îñíîâàíèÿ ïåðïåíäèêóëÿðà, îïóùåííîãî íà ïðÿìóþ g èç íà÷àëà
êîîðäèíàò O, ñì. ðèñ. 1. Îáû÷íî (p, φ) íàçûâàþòñÿ íîðìàëüíûìè êîîðäèíàòàìè

ïðÿìîé. Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ïðÿìûõ, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç íà÷àëî O, êîîðäèíàòà φ
îïðåäåëåíà íåîäíîçíà÷íî.

x

y

g

p

Ðèñ. 1: Íîðìàëüíûå êîîðäèíàòû

Ðàññìàòðèâàåòñÿ òàêæå ïðîñòðàíñòâî G âñåõ íàïðàâëåííûõ ïðÿìûõ íà ïëîñ-
êîñòè IR2. Ñòàíäàðòíûìè êîîðäèíàòàìè íà G ñëóæàò àíàëîãè÷íûå êîîðäèíàòû
(p, φ), íî òåïåðü îáëàñòü èõ èçìåíåíèÿ øèðå: −∞ < p < ∞, 0 ≤ φ < 2π. Óñëî-
âèìñÿ, ÷òî �îñü p�, ïåðïåíäèêóëÿðíàÿ ïðÿìîé g ∈ G, âñåãäà íàïðàâëåíà â ïðàâóþ
(îòíîñèòåëüíî g) ïîëóïëîñêîñòü.
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x

y

g

p

g'

O

Ðèñ. 2: Êîîðäèíàòû íàïðàâëåííîé ïðÿìîé

Íà ðèñ. 2 èçîáðàæåíà ïðÿìàÿ g′, ïàðàëëåëüíàÿ g è ëåæàùàÿ íà òîì æå ðàñ-
ñòîÿíèè îò O, ÷òî è g, íî îñòàâëÿþùàÿ O ñïðàâà. Äëÿ íå�å âñåãäà âûïîëíåíî

p(g′) = −p(g).

1.1 Öèëèíäðè÷åñêàÿ ìîäåëü ïðîñòðàíñòâà G

Ïðîñòðàíñòâî G îòîáðàçèì âçàèìíî-îäíîçíà÷íî íà (áåñêîíå÷íûé â äâå ñòîðîíû)
êðóãîâîé öèëèíäð C = [0, 2π)×IR. Òî÷êå íà öèëèíäðå ñ îáû÷íûìè êîîðäèíàòàìè
(p, φ) ñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå g ∈ G ñ òåìè æå íîðìàëüíûìè êîîðäèíàòàìè. Ïðè
ýòîì îòîáðàæåíèè òîïîëîãèÿ öèëèíäðà ïîðîæäàåò íåêîòîðóþ òîïîëîãèþ íà G.
Îíà è èìååòñÿ ââèäó, êîãäà ãîâîðèì î ïðîñòðàíñòâå G.

Òîïîëîãèÿ íà G ïîëó÷àåòñÿ îòîáðàæåíèåì G 7→ G, íîñÿùèì íàçâàíèå îïå-
ðàöèÿ ñòèðàíèÿ ñòðåëîê. Òàêèì îáðàçîì, G îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñ ìíîãîîáðàçè-
åì, ïîëó÷àþùèìñÿ èç ïîëóáåñêîíå÷íîãî êðóãîâoãî öèëèíäðà p ≥ 0 ñêëåèâàíèåì
äèàìåòðàëüíî-ïðîòèâîïîëîæíûõ òî÷åê åãî êðàÿ. Ìîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî íà G òàê
ïîÿâëÿåòñÿ òîïîëîãèÿ ëèñòà Ìåáèóñà.
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p>0

p<0

p=0

=0

g

O

Ðèñ. 3: Öèëèíäðè÷åñêàÿ ìîäåëü

1.2 Èíâàðèàíòíûe ìåðû íà G è G

Íà êëàññå áîðåëåâñêèõ ïîäìíîæåñòâ G ðàññìîòðèì ìåðó µ ñ ýëåìåíòîì

dg = dp dφ. (1.1)

òî åñòü, ìåðó, ñîîòâåòñòâóþùóþ ïëîùàäè íà öèëèíäðå. Ýòî åäèíñòâåííàÿ (ñ òî÷-
íîñòüþ äî ïîñòîÿííîãî ìíîæèòåëÿ) ìåðà íà G, îáëàäàþùàÿ ñâîéñòâîì èíâàðè-
àíòíîñòè îòíîñèòåëüíî ãðóïïû M åâêëèäîâûõ äâèæåíèé ïëîñêîñòè IR2. Èòàê,
äëÿ ëþáîãî B ⊂ G è ëþáîãî äâèæåíèÿ M ∈ M,

µ(B) =

∫
B

dg =

∫
MB

dg = µ(MB), MB = {Mg : g ∈ B},

ãäå Mg � îáðàç g ∈ G ïðè äâèæåíèè M .
Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ìîæíî âûâåñòè èç ýëåìåíòàðíîãî ïðèíöèïà Êàâàëüåðè,

ïðèìåíèìîãî áëàãîäàðÿ òîìó, ÷òî ïðåîáðàçîâàíèÿ öèëèíäðà, èíäóöèðîâàííûå
ãðóïïîé M, ïåðåâîäÿò îáðàçóþùèå öèëèíäðà ñíîâà â îáðàçóþùèå, ïðè÷åì ðàñ-
ñòîÿíèÿ íà îáðàçóþùèõ ñîõðàíÿþòñÿ. Âîïðîñ î êîîðäèíàòå φ ñâîäèòñÿ ê îáû÷-
íîìó âðàùåíèþ âîêðóã îñè öèëèíäðà.

Íà ïðîñòðàíñòâå G çàäàþòñÿ è äðóãèå ñèñòåìû êîîðäèíàò:
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Ïðèìåð 1.1 Ïóñòü x � àáñöèññà òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìîé g ñ îñüþ OX íà

ïëîñêîñòè, è ψ � óãîë ìåæäó g è îñüþ OX.

Â êîîðäèíàòàõ x, ψ èíâàðèàíòíàÿ ìåðà íà G çàïèñûâàåòñÿ òàê:

dg = | sinψ| dx dψ, (1.2)

(ïîëó÷àåòñÿ èç (1.1) âû÷èñëåíèåì ßêîáèàíà).
Îòìåòèì, ÷òî çäåñü äëÿ ïðÿìûõ, ïàðàëëåëüíûõ îñè OX, íå îïðåäåëåíà êîîð-

äèíàòà x. Îäíàêî ìåðà ìíîæåñòâà òàêèõ ïðÿìûõ ðàâíà íóëþ, è, ñëåäîâàòåëüíî,
íå âëèÿåò íà çíà÷åíèå èíòåãðàëà.

Òàêîé ýôôåêò (êîîðäèíàòèçèðîâàòü óäà�åòñÿ íå âñ�å ïðîñòðàíñòâî) áóäåò íà-
áëþäàòüñÿ â äàëüíåéøåì ìíîãîêðàòíî.

Ïðèìåð 1.2 Ïóñòü íà ïëîñêîñòè èìååì äâå ïðÿìûå îñè g1, g2, è ïóñòü l1, l2 �
îäíîìåðíûå êîîðäèíàòû òî÷åê íà g1, g2. Êàæäîé ïàðå çíà÷åíèé (l1, l2) ñîîòâåò-
ñòâóåò ïðÿìàÿ g, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç ýòè òî÷êè. Âû÷èñëÿÿ ßêîáèàí, ïîëó÷àåì

âûðàæåíèå äëÿ ìåðû dg â êîîðäèíàòàõ (l1, l2):

dg =
sinα1 sinα2

ρ
dl1 dl2, (1.3)

ãäå ρ = |l1, l2| � äëèíà îòðåçêà l1, l2, à α1 è α2 � óãëû ìåæäó g è ïðÿìûìè g1 è
g2 ñîîòâåòñòâåííî.

Â ïðîñòðàíñòâå G òîæå èìååòñÿ åäèíñòâåííàÿ (ñ òî÷íîñòüþ äî ïîñòîÿííîãî
ìíîæèòåëÿ) ìåðà, èíâàðèàíòíàÿ îòíîñèòåëüíî ãðóïïûM. Äëÿ íå�å ìû ñîõðàíÿåì
îáà îáîçíà÷åíèÿ, µ è dg.

Â ïðîñòðàíñòâå G ñîõðàíÿþòñÿ òàêæå âûðàæåíèÿ (1.1), (1.2) è (1.3). Ðàçóìå-
åòñÿ, ïðè èíòåãðèðîâàíèè ñëåäóåò ó÷èòûâàòü, ÷òî îáëàñòè èçìåíåíèÿ êîîðäèíàò
äëÿ g ∈ G è g ∈ G ðàçëè÷íû.

Ïðèíöèï óäâîåíèÿ èíòåãðàëà. Äëÿ g ∈ G oáîçíà÷èì ÷åðåç g′ ∈ G è g′′ ∈ G äâå
ïðÿìûe, ïîëó÷àåìûå èç g çàäàíèåì ñòðåëêè íà g äâóìÿ âîçìîæíûìè ñïîñîáàìè.
Ïóñòü F (g) � íåêîòîðàÿ ôóíêöèÿ, îïðåäåëåííàÿ íà G. Îïðåäåëèì íà G ôóíêöèþ
f(g), ïîëàãàÿ

f(g′) = f(g′′) = F (g).

Âñåãäà èìååì ∫
G

f(g)dg = 2

∫
G

F (g)dg.
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2 Ïðèìåðû èíòåãðèðîâàíèÿ â G

2.1 Ìåðà ïðÿìûõ, ïåðåñåêàþùèõ âûïóêëóþ îáëàñòü

Ïóñòü a � ïðÿìîëèíåéíûé îòðåçîê íà ïëîñêîñòè äëèíû |a|. Îáîçíà÷èì

[a] = {g ∈ G : g ïåðåñåêàåò îòðåçîê a}.

Èíäèêàòîðíàÿ ôóíêöèÿ ìíîæåñòâà [a] îïðåäåëÿåòñÿ êàê

I[a](g) =

{
1, åñëè g ïåðåñåêàåò îòðåçîê a;
0, èíà÷å.

Ñ ïîìîùüþ (1.2), íàõîäèì

µ([a]) =

∫
G

I[a](g) dg =

∫ |a|

0

dx

∫ π

0

sinψ dψ = 2|a|.

Ïóñòü L � ëîìàíàÿ ëèíèÿ íà ïëîñêîñòè êîíå÷íîé äëèíû L, ai � åå çâåíüÿ (ïðÿ-
ìîëèíåéíûå îòðåçêè äëèíû |ai|). Äëÿ êàæäîãî çâåíà ai çàïèøåì∫

G

I[ai](g) dg = 2|ai|.

Ñóììèðóÿ ïî âñåì çâåíüÿì ëîìàíîé L, ïîëó÷èì∫
G

N(g) dg = 2L.

ãäå N(g) � ÷èñëî ïåðåñå÷åíèé ïðàìîé g ñ ëîìàíîé L. Ýòîò ðåçóëüòàò áóêâàëüíî
ïåðåíîñèòñÿ íà ñëó÷àé, êîãäà L � ïðîèçâîëüíàÿ êðèâàÿ êîíå÷íîé äëèíû L.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî L åñòü ãðàíèöà âûïóêëîé îáëàñòè D. ×åðåç [D] îáîçíà÷èì
ìíîæåñòâî ïðÿìûõ ïåðåñåêàþùèõ îáëàñòüD. Ïîñêîëüêó äëÿ (ïî÷òè) âñåõ g ∈ [D]
èìååì N(g) = 2, ïîñëå ñîêðàùåíèÿ íà 2, ïîëó÷àåì:

µ([D]) =

∫
[D]

dg = |∂D|,

ãäå |∂D| � ïåðèìåòð îáëàñòè D.
Âû÷èñëåíèå òîãî æå èíòåãðàëà â êîîðäèíàòàõ φ, p äàåò∫

[D]

dg =

∫ π

0

dφ

∫ ∞

0

dp =

∫ π

0

b(φ)dφ,

ãäå b(φ) � øèðèíà îáëàñòè D â íàïðàâëåíèè ïåðïåíäèêóëÿðíîì φ.
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Ìû ïîëó÷èëè òåîðåìó îá èíòåãðàëå øèðèíû:∫ π

0

b(φ)dφ = |∂D|.

Ðàññìîòðèì èíòåãðàë îò äëèíû õîðäû âûïóêëîé îáëàñòè D, ò.å.∫
[D]

χ(g) dg,

ãäå χ(g) � äëèíà õîðäû g ∩D.
Ðåøèì ýòó çàäà÷ó äëÿ ïðîñòðàíñòâà G, èñïîëüçóÿ êîîðäèíàòû (p, φ). Ïðè

ëþáîì âûáîðå íà÷àëà O è íóëåâîãî íàïðàâëåíèÿ èìååì∫
G

χ(g) dg =

∫
G

χ(g) dp dφ =

∫ 2π

0

dφ

∫ p2

p1

χ(g) dp,

ãäå çíà÷åíèÿ p1, p2 ñîîòâåòñòâóþò äâóì îïîðíûì ïðÿìûì ïðè äàííîì φ. Òàê êàê
χdp åñòü ýëåìåíò ïëîùàäè, òî âíóòðåííèé èíòåãðàë ïðè ëþáîì φ ðàâåí ïëîùàäè
îáëàñòè D, ïîñëåäíþþ îáîçíà÷èì ÷åðåç S(D). Ñëåäîâàòåëüíî,∫

G

χ(g) dg = 2π S(D).

Èç ïðèíöèïà óäâîåíèÿ èíòåãðàëà ñëåäóåò, ÷òî∫
G

χ(g) dg = π(D)S.

2.2 Íàïðàâëåííûå õîðäû âûïóêëîé îáëàñòè

Ïóñòü D � îãðàíè÷åíàÿ âûïóêëàÿ îáëàñòü íà ïëîñêîñòè ñ äîñòàòî÷íî ãëàäêîé
ãðàíèöåé ∂D. Íàïðàâëåííîé õîðäîé ν îáëàñòè D íàçûâàåòñÿ îáû÷íàÿ ïðÿìîëè-
íåéíàÿ õîðäà, ñíàáæåííàÿ ñòðåëêîé. Íàïðàâëåííîé õîðäå ν ñîîòâåòñòâóåò ñîäåð-
æàùàÿ åå íàïðàâëåííàÿ ïðÿìàÿ g ∈ G: ïîëàãàåì, ÷òî g ïðèíèìàåò ñòðåëêó îò ν;
ïèøåì ν = D ∩ g. Íàïðàâëåííóþ õîðäó ν îïðåäåëÿåò åå íà÷àëî l ∈ ∂D (òî÷êà
âõîäà g â D) è óãîë ψ ìåæäó ν è êàñàòåëüíîé ê ∂D â òî÷êå l. Áóäåì ðàññìàòðè-
âàòü l êàê ÷èñëîâóþ êîîðäèíàòó íà ∂D, ò.å. 0 < l ≤ H, ãäå H � ïåðèìåòð îáëàñòè
D.

Ïðîñòðàíñòâî íàïðàâëåííûõ õîðä äëÿ D îáîçíà÷èì ÷åðåç [D]. Íà [D] èìååòñÿ
ìåðà

dν = sinψ dl dψ.
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Èìååò ìåñòî òåîðåìà î ñîâïàäåíèè ìåð: dν åñòü ñóæåíèå íà ìíîæåñòâî [D] îïðå-
äåëåííîé íà G ìåðû dg, ò.å.,

dν = I[D] dg,

ãäå

I[D](g) =

{
1, åñëè D ∩ g ̸= ∅;
0, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

3 Èíâàðèàíòíàÿ ìåðà â ïðîñòðàíñòâå íàïðàâëå-

íèé â IR3

Êàê è â IR2, íàïðàâëåíèÿ â IR3 áûâàþò äâóõ âèäîâ: íàïðàâëåíèÿ ñî ñòðåëêîé è
íàïðàâëåíèÿ áåç ñòðåëêè.

Ïðîñòðàíñòâî S2 íàïðàâëåíèé ñî ñòðåëêîé åñòü ñôåðà åäèíè÷íîãî ðàäèóñà
(çäåñü èíäåêñ 2 óêàçûâàåò íà ðàçìåðíîñòü). Ñòàíäàðòíûìè êîîðäèíàòàìè òî÷êè
ω ∈ S2 ÿâëÿþòñÿ (ãåîãðàôè÷åñêèå) øèðîòà ψ è äîëãîòà ϕ.

ψ � óãëîâîå ðàññòîÿíèå òî÷êè ω îò ñåâåðíîãî ïîëþñà N , 0 ≤ ψ < π.
ϕ � óãîë ïîâîðîòà ïëîñêîñòè, ñîäåðæàùåé îáà ïîëþñà è ω, èçìåðÿåìûé îò

íóëåâîãî (â ãåîãðàôèè � Ãðèíâè÷ñêîãî) ìåðèäèàíà 0 ≤ ϕ < 2π. Çàìåòèì, ÷òî íà
ïîëþñàõ óãîë ϕ îïðåäåëåí íåîäíîçíà÷íî.

Ïðîñòðàíñòâî S2 íàïðàâëåíèé áåç ñòðåëêè åñòü ïðîåêòèâíàÿ ïëîñêîñòü. Ïðî-
ñòðàíñòâî S2 ïîëó÷àåòñÿ îòîæäåñòâëåíèåì ïàð äèàìåòðàëüíî ïðîòèâîïîëîæíûõ
òî÷åê íà S2. Ïðîñòðàíñòâî S2 óäîâëåâîðÿåò ñòàíäàðòíûì àêñèîìàì ïëîñêîñòè
åñëè â êà÷åñòâå ïðÿìûìûõ çäåñü áåðóòñÿ áîëüøèå ïîëóêðóãè ñî ñêëååííûìè
êîíöàìè (òîïîëîãè÷åñêèå îêðóæíîñòè). Îòìåòèì, ÷òî íà ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè
êàæäàÿ ïàðà ïðÿìûõ ïåðåñåêàåòñÿ â åäèíñòâåííîé òî÷êå. Ïîñòðîåíèå S2 ïóòåì
âûáðàñûâàíèÿ îòêðûòîé (ñêàæåì, þæíîé) ïîëóñôåðû èç S2 è ñêëåèâàíèÿ äèà-
ìåòðàëüíî ïðîòèâîïîëîæíûõ òî÷åê íà ýêâàòîðå îñòàâøåéñÿ (ñåâåðíîé) ïîëóñôå-
ðû äàåò òîò æå ðåçóëüòàò. Îá S2 èíîãäà ãîâîðÿò, êàê î ïðîñòðàíñòâå äèàìåòðîâ
ñôåðû S2.

Èíâàðèàíòíàÿ (îòíîñèòåëüíî ãðóïïû âðàùåíèé âîêðóã öåíòðà) ìåðà íà åäè-
íè÷íîé ñôåðå S2 çàïèñûâàåòñÿ êàê

dω = sinψ dψ dϕ,

(ýòî õîðîøî èçâåñòíûé âèä ýëåìåíòà ïëîùàäè íà åäèíè÷íîé ñôåðå).
Âû÷èñëèì çíà÷åíèÿ ýòîé ìåðû äëÿ ò.í. ëóíîê è ñôåðè÷åñêèõ òðåóãîëüíèêîâ

(ñì. ðèñ. 4). Ïóñòü L � ëóíêà íà S2. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî âåðøèíà L ñîâïàäàåò ñ
ñåâåðíûì ïîëþñîì. Äëÿ êàæäîãî çíà÷åíèÿ ϕ èìååì∫ π

0

sinψ dψ = 2.
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Èíòåãðèðîâàíèåì ïî dϕ ïîëó÷àåì ∫
L

dω = 2α,

ãäå α � ðàñòâîð ëóíêè (âíóòðåííèé óãîë ïðè âåðøèíå ëóíêè). Èòàê äëÿ ïëîùàäè
S(L) ëóíêè âñåãäà èìååì

S(L) = 2α.

1

2

3

Ðèñ. 4: Ëóíêè L1, L2, L3 â ïðîåêöèè íà ýêâàòîðèàëüíóþ ïëîñêîñòü

Ïóñòü τ � òðåóãîëüíèê íà S2 (íà åäèíè÷íîé ïîëóñôåðå), L1, L2, L3 - åãî âíóò-
ðåííèå ëóíêè. Ïëîøàäü ïîëóñôåðû ðàâíà 2π, ïîýòîìó èç ðèñ.4 çàêëþ÷àåì

S(L1 ∪ L2 ∪ L3) = 2π.

Êðîìå òîãî
S(L1 ∩ L2 ∩ L3) = S(τ).

à òàêæå
S(L1 ∩ L2) = S(L1 ∩ L3) = S(L2 ∩ L3) = S(τ).

Ïî ôîðìóëå âêëþ÷åíèÿ-èñêëþ÷åíèÿ,

S(L1 ∪ L2 ∪ L3) = S(L1) + S(L2) + S(L3)−
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−S(L1 ∩ L2)− S(L1 ∩ L3)− S(L2 ∩ L3) + S(L1 ∩ L2 ∩ L3).

Òàê êàê S(Li) = 2αi, â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåòñÿ çíàìåíèòàÿ ôîðìóëà Ýéëåðà

S(τ) = α1 + α2 + α3 − π.

Ñëîâàìè: íà ñôåðå åäèíè÷íîãî ðàäèóñà ïëîùàäü ñôåðè÷åñêîãî òðåóãîëüíèêà ðàâíà
ñóììå åãî âíóòðåííèõ óãëîâ ìèíóñ π.

Äëÿ ω ∈ S2 ÷åðåç ψ îáîçíà÷èì óãëîâîå ðàññòîÿíèå ìåæäó ñåâåðíûì ïîëþñîì
N è ω. Íèæå îñîáîå çíà÷åíèå áóäåò èìåòü ðàâåíñòâî∫

S2

cosψ dω = π.

Îíî ñëåäóåò èç èíòåðïðåòàöèè ýòîãî èíòåãðàëà êàê ïëîùàäè ïðîåêöèè åäèíè÷íîé
ïîëóñôåðû ñ ïîëþñîì N íà ýêâàòîðèàëüíóþ ïëîñêîñòü.

3.1 Ïîëÿðíîå îòîáðàæåíèå

Îáîçíà÷èì ÷åðåç GS ïðîñòðàíñòâî ïðÿìûõ íà ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè S2. Êàæ-
äóþ ïðÿìóþ g ∈ GS (ò.å. áîëüøóþ ïîëóîêðóæíîñòü) ïîëÿðíîå îòîáðàæåíèå ïîñû-
ëàåò â åå ïîëþñ ω. Ïîñêîëüêó ïîëÿðíîå îòîáðàæåíèå âçàèìíî-îäíîçíà÷íî, ìåðà
dω èíäóöèðóåò íà GS íåêîòîðóþ ìåðó dg; ïîñëåäíÿÿ íàñëåäóåò ñâîéñòâî èíâà-
ðèàíòíîñòè îòíîñèòåëüíî ãðóïïû âðàùåíèé S2. Ïóñòü íà S2 èìååòñÿ ëóíêà L
ðàñòâîðà α. Ïðè îòîáðàæåíèè îáðàòíîì ïîëÿðíîìó ëóíêå L ñîîòâåòñòâóåò ìíî-
æåñòâî ïðÿìûõ [ν] ⊂ GS, êîòîðûå ïåðåñåêàþò íåêîòîðóþ èãëó ν ⊂ S2 (èãëîé ìû
íàçûâàåì âñÿêèé îòðåçîê ïðÿìîé g ∈ GS). Â äàííîì ñëó÷àå êîíöàìè ν ÿâëÿþòñÿ
ïîëþñà áîëüøèõ êðóãîâ, îãðàíè÷èâàþùèõ L; ãåîäåçè÷åñêàÿ äëèíà ν îêàçûâàåòñÿ
ðàâíîé α. Èìååì ∫

[ν]

dg =

∫
L

dω = 2α.

Ñëîâàìè: íà ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè èíâàðèàíòíàÿ ìåðà ìíîæåñòâà ïðÿìûõ,

ïåðåñåêàþùèõ äàííóþ èãëó, âñåãäà ðàâíà óäâîåííîé äëèíå èãëû.

Íèæå íàì ïîòðåáóåòñÿ ðåøåíèå ñëåäóþùåé çàäà÷è: íà S2 èìååòñÿ ëóíêà L
ðàñòâîðà α. Íà GS îïðåäåëèì äâå ôóíêöè: θL(g) � ãåîäåçè÷åñêàÿ äëèíà õîðäû
g∩L è η � óãîë ìåæäó ïîëþñîì ïðÿìîé g ∈ GS è âåðøèèíîé ëóíêè L. Òðåáóåòñÿ
âû÷èñëèòü èíòåãðàë

F (α) =

∫
GS

θL(g) cos η dg.

9



Ðåøåíèå. Ïóñòü èìåþòñÿ äâå ëóíêè L1 è L2, ÷üè âíóòðåííîñòè íå ïåðåñåêà-
þòñÿ, à îáúåäèíåíèå ñíîâà äàåò ëóíêó, ñêàæåì L3. Ïóñòü ðàñòâîðû ýòèõ ëóíîê
ñóòü α1, α2,α3 ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà

F (α1) + F (α2) = F (α3).

Èç ýòîãî óðàâíåíèÿ è íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè F (α) ñëåäóåò, ÷òî F (α) ïðîïîðöè-
îíàëüíî α, ò.å., F (α) = Cα. Êîíñòàíòó C ìîæíî îïðåäåëèòü âçÿâ L ñ ðàñòâîðîì
ðàâíûì π, êîãäà òîæäåñòâåííî θL(g) = π. Ïîñëå ñîêðàùåíèÿ íà π ïîëó÷àåì

C =

∫
GS

cos η dg.

Ýòîò èíòåãðàë ðàâåí ïëîøàäè ïðîåêöèè ïîëóñôåðû S2 íà ïëîñêîñòü ýêâàòîðà,
ò.å. π. Èòàê, äëÿ ëóíêè L ðàñòâîðà α âñåãäà∫

GS

θL(g) cos η dg = π α.

Îòìåòèì, ÷òî òåì æå ñïîñîáîì ëåãêî ïîëó÷èòü çíà÷åíèå èíòåãðàëà∫
GS

θL(g) dg = 2π α.

Ýòî ÷àñòíûé ñëó÷àé îáùåãî óòâåðæäåíèÿ, èìåþùåãî ìåñòî íà ïðîåêòèâíîé ïëîñ-
êîñòè: äëÿ ãåîäåçè÷åñêè âûïóêëûõ îáëàñòåé íà S2 èíòåãðàë äëèíû õîðäû ïî
èíâàðèàíòíîé ìåðå íà GS ðàâåí π ðàç ïëîùàäè îáëàñòè. Âûøå áûëî äîêàçàíî
àíàëîãè÷íîå óòâåðæäåíèå äëÿ Åâêëèäîâîé ïëîñêîñòè.

4 Ïëîñêîñòè â òðåõìåðíîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàí-

ñòâå

Ïðîñòðàíñòâî ïëîñêîñòåé â IR3 áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç IE. Ïëîñêîñòü e ∈ IE ïà-
ðàìåòðèçóåì êîîðäèíàòàìè (p, ω), p ≥ 0, ω ∈ S2, ãäå

p � ðàññòîÿíèå îò íà÷àëà êîîðäèíàò äî ïëîñêîñòè e,
ω � ïðîñòðàíñòâåííîå íàïðàâëåíèå ïåðïåíäèêóëÿðà, îïóùåííîãî íà e èç íà-

÷àëà êîîðäèíàò.
Äðóãèìè ñëîâàìè, (p , ω) åñòü ñôåðè÷åñêèå êîîðäèíàòû îñíîâàíèÿ ïåðïåíäè-

êóëÿðà, îïóùåííîãî íà ïëîñêîñòü e èç íà÷àëà êîîðäèíàò O.
Â ïðîñòðàíñòâå IE èìååòñÿ ìåðà µ, èíâàðèàíòíàÿ îòíîñèòåëüíî ãðóïïû åâ-

êëèäîâûõ äâèæåíèé ïðîñòðàíñòâà IR3. Ýòà ìåðà åäèíñòâåííà (ñ òî÷íîñòüþ äî
ïîñòîÿííîãî ìíîæèòåëÿ), è â êîîðäèíàòàõ (p, ω) èìååò âèä

de = dp dω. (4.1)
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Èìåþòñÿ òàêæå êîîðäèíàòû x, ω, ãäå
x � àáñöèññà òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ïëîñêîñòè e ñ êîîðäèíàòíîé îñüþ OX, è
ω � ïðîñòðàíñòâåííîå íàïðàâëåíèå íîðìàëè ê e.
×åðåç ξ îáîçíà÷èì óãîë ìåæäó ω è îñüþ OX. Èíâàðèàíòíàÿ ìåðà íà IE çàïè-

ñûâàåòñÿ êàê
de = cos ξ dx dω. (4.2)

Èìåþòñÿ òàêæå êîîðäèíàòû g, ψ, ãäå
g � ïðÿìàÿ ïåðåñå÷åíèÿ ïëîñêîñòè e ñ êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòüþ XY , è
ψ � óãîë ìåæäó íîðìàëüþ ê e è îñüþ OZ.
Â ýòèõ êîîðäèíàòàõ èìååì

de = sin2 ψ dg dψ. (4.3)

Êàæäàÿ ïëîñêîñòü e ∈ IE ðàçáèâàåò IR3 íà äâà ïîëóïðîñòðàíñòâà. Îðèåíòè-
ðîâàííîé ïëîñêîñòüþ íàçûâàåòñÿ ïàðà (e,+), ãäå + îáîçíà÷àåò îäíî èç îãðàíè-
÷åííûõ e ïîëóïðîñòðàíñòâ. ×åðåç IE îáîçíà÷àåì ïðîñòðàíñòâî âñåõ îðèåíòèðî-
âàííûõ ïëîñêîñòåé â IR3. Ñòàíäàðòíûìè êîîðäèíàòàìè äëÿ e ∈ IE ñëóæàò òå æå
êîîðäèíàòû (p, ω) èëè x, ψ, îäíàêî îáëàñòü èõ èçìåíåíèÿ îêàçûâàåòñÿ øèðå. Îñü
çíà÷åíèé p âñåãäà ïåðïåíäèêóëÿðíà ê e è íàïðàâëåíà â ïîëîæèòåëüíîå ïîëóïðî-
ñòðàíñòâî, −∞ < p < ∞; ω åñòü ïðîñòðàíñòâåííîå íàïðàâëåíèå îñè p, ïðè÷åì
ω ∈ S2.

Äëÿ èíòåãðàëîâ ïî IE è IE äåéñòâóåò ïðèíöèï óäâîåíèÿ èíòåãðàëà àíàëîãè÷-
íûé èçëîæåííîìó âûøå äëÿ G è G.

5 Ïðèìåðû èíòåãðèðîâàíèÿ â IE

Ïóñòü a � ïðÿìîëèíåéíûé îòðåçîê â IR3 äëèíû |a|. Íàéäåì çíà÷åíèå ìåðû µ íà
ìíîæåñòâå

[a] = {e ∈ IE : e ïåðåñåêàåò îòðåçîê a}.

Ïîñêîëüêó ïëîùàäü ïðîåêöèè ïîëóñôåðû íà ýêâàòîðèàëüíóþ ïëîñêîñòü ðàâíà π,
íàõîäèì

µ([a]) =

∫
IE

I[a](e) de =

∫
I[a] cos ξ dxdω = π|a|. (5.1)

Ïóñòü L � ëîìàíàÿ êîíå÷íîé äëèíû L â ïðîñòðàíñòâå, ai � åå çâåíüÿ (ïðÿ-
ìîëèíåéíûå îòðåçêè äëèíû |ai|) . Äëÿ êàæäîãî |ai| çàïèøåì (5.1). Ñóììèðóÿ ïî
âñåì çâåíüÿì L, ïîëó÷èì ∫

IE

N(e) de = πL,
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ãäå N(e) � ÷èñëî ïåðåñå÷åíèé ïëîñêîñòè e ñ ëîìàíîé L. Ýòîò ðåçóëüòàò áóêâàëüíî
ïåðåíîñèòñÿ íà ñëó÷àé, êîãäà L � ïðîèçâîëüíàÿ êðèâàÿ êîíå÷íîé äëèíû |L|. Â
÷àñòíîñòè, åñëè L îãðàíè÷èâàåò ïëîñêóþ âûïóêëóþ îáëàñòü D, òî L = H(D) �
ïåðèìåòð îáëàñòè D. Èíòåãðèðîâàíèåì (4.3) ïîëó÷àåì∫

D∩e ̸=∅
de =

π

2
H(D).

Ïóñòü äàíî îãðàíè÷åíîå âûïóêëîå òåëî B ⊂ IR3. Â ïðîñòðàíñòâå îðèåíòèðîâàí-
íûõ ïëîñêîñòåé ðàññìîòðèì èíòåãðàë∫

IE

S(e) de,

ãäå S(e) � ïëîùàäü e ∩B. Â êîîðäèíàòàõ (p, ω) èìååì∫
IE

S(e) de =

∫
S2

dω

∫ p2

p1

S(e) dp,

ãäå p1, p2 � çíà÷åíèÿ p, îòâå÷àþùèå äâóì îïîðíûì ïëîñêîñòÿì ïåðïåíäèêóëÿð-
íûì íàïðàâëåíèþ ω. Äëÿ êàæäîãî ω , S(e) dp åñòü ýëåìåíò îáúåìà, âûñåêàåìîãî
èç B äâóìÿ ïàðàëëåëüíûìè ïëîñêîñòÿìè, ïåðïåíäèêóëÿðíûìè íàïðàâëåíèþ ω è
ëåæàùèìè íà ðàññòîÿíèè dp äðóã îò äðóãà.

Ïîýòîìó äëÿ êàæäîãî ω âíóòðåííèé èíòåãðàë ðàâåí îáúåìó V (B). Ïëîùàäü
ïîâåðõíîñòè ñôåðû ðàâíà 4π. Ñëåäîâàòåëüíî,∫

IE

S(e) de = 4πV (B).

Âåðñèÿ ýòîãî ðàâåíñòâà äëÿ IE èìååò âèä∫
IE

S(e) de = 2πV (B).

Çàäà÷à. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî B � âûïóêëûé ìíîãîãðàííèê, [B] � ìíîæåñòâî ïëîñ-
êîñòåé ïåðåñåêàþùèõ B. Òðåáóåòñÿ íàéòè

µ([B]) =

∫
[B]

de.

Ðåøåíèå. Äëÿ êàæäîé ïëîñêîñòè e ∈ IE çàïèøåì òîæäåñòâî äëÿ èíäèêàòîðíîé
ôóíêöèè I[B]:

2π I[B](e) =
∑
ai

αi I[ai](e), I[a](e) =

{
1 åñëè e ∈ [a],

0 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå,
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ãäå ñóììèðîâàíèå âåäåòñÿ ïî âñåì ðåáðàì ai ìíîãîãðàííèêà, αi �âíåøíèé óãîë
ìíîãîóãîëüíèêà B ∩ e ïðè åãî âåðøèíå, ñîîòâåòñòâóþùåé ðåáðó ai.

Èíòåãðèðóåì ïîñëåäíåå òîæäåñòâî ïî ìåðå de. Ïîëó÷àåì

2π

∫
IE

I[D](e)de =
∑
ai

∫
IE

αiI[ai](e)de

Òàêèì îáðàçîì, âû÷èñëåíèå µ(B) ñâîäèòñÿ ê âû÷èñëåíèþ èíòåãðàëà

F (W ) =
1

2π

∫
[a]

θ de,

ãäå óãîë θ ðàâåí ðàñòâîðó óãëà, âûñåêàåìîãî êëèíîìW íà ïëîñêîñòè e. Òðåáóåòñÿ
äàòü îïðåäåëåíèå êëèíà.

Ïóñòü â ïðîñòðàíñòâå IR3 çàäàía èãëà (îòðåçîê ïðÿìîé) a. Âñÿêàÿ ïàðà íåñîâ-
ïàäàþùèõ ïëîñêîñòåé (e1, e2), êàæäàÿ èç êîòîðûõ ñîäåðæèò a, ðàçáèâàåò R3 íà
÷åòûðå îáëàñòè. Äâå èç íèõ íàçîâåì âçàèìíî âåðòèêàëüíûìè, åñëè èõ ãðàíè-
öû ïåðåñåêàþòñÿ òîëüêî ïî ïðÿìîé, ñîäåðæàùåé a. Êëèíîì íàçûâàåòñÿ ïàðà
W = (a, v), ãäå v � îáúåäèíåíèå äâóõ âçàèìíî âåðòèêàëüíûõ îáëàñòåé, îãðàíè-
÷åííûõ ïëîñêîñòÿìè (e1, e2). Òàêèì îáðàçîì, äàííîé èãëå a è ïàðå (e1, e2) ñîîò-
âåòñòâóþò äâà êëèíà.

Èíòåãðàë F (W ) âû÷èñëèì â êîîðäèíàòàõ x, ω:

F (W ) =
1

2π

∫
a

dx

∫
S2

θ cos η dω =
|a|
2π

∫
S2

θ cos η dω,

ãäå η � óãîë ìåæäó ω è íàïðàâëâåíèåì èãëû a. Âûáåðåì öåíòð ñôåðû íàïðàâëå-
íèé íà èãëå a. Íà S2 ðàññìîòðèì ëóíêó L, îãðàíè÷åííóþ áîëüøèìè ïîëóêðóãàìè
ñîîòâåòñòâóþùèìè e1 è e2, òàê ÷òî âåðøèíà L ñîâïàäåò ñ íàïðàâëåíèåì èãëû a.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç g ⊂ S2 ïîëóýêâàòîð ïîëþñà ω. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî θ = θL(g) åñòü
ãåîäåçè÷åñêàÿ äëèíà õîðäû g ∩ L. Êàê áûëï ïîêàçàíî âûøå,∫

S2

θ cos η dω = π α, ãäå α � ðàñòâîð ëóíêè L.

Äëÿ çàäàííîãî êëèíà W = (a, v) ÷åðåç |v| = α îáîçíà÷èì ðàñòâîð äâóãðàííèêà
v. Ìû ïîëó÷èì

F (W ) =
1

2
|a| |v|.

Â ýòèõ îáîçíà÷åíèÿõ
µ([B]) =

∑
Wi

F (Wi),
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ãäå ñóììèðîâàíèå ïðîâîäèòñÿ ïî òàê íàçûâàåìûì âíåøíèì êëèíüÿì Wi ìíîãî-
ãðàííèêà B, ïîñòðîåííûì íà åãî ðåáðàõ ai.

Ïðèâåäåì áåç âûâîäà ôîðìóëó Ã. Ìèíêîâñêîãî, äàþùóþ çíà÷åíèå µ([B]) â
ñëó÷àå, êîãäà B ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âûïóêëîå òåëî ñ äîñòàòî÷íî ãëàäêîé ãðàíè-
öåé ∂B. Îáîçíà÷èì ÷åðåç r1, r2 ãëàâíûå ðàäèóñû êðèâèçíû ∂B (ôóíêöèè, çàâèñÿ-
ùèå îò òî÷êè P ∈ ∂B). Èìååò ìåñòî âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå (ãàóññîâî) îòîáðàæåíèå

∂B 7→ S2

ãäå êàæäîé P ∈ ∂B ñîîòâåòñòâóåò ω � íàïðàâëåíèå âíåøíåé íîðìàëè ê ∂B â
òî÷êå P ∈ ∂B. Çíà÷åíèå µ([B]) âûðàæàåòñÿ èíòåãðàëîì Ìèíêîâñêîãî

µ([B]) =

∫
S2

(r1 + r2) dω.

Âû÷èñëåíèå µ([B]) â êîîðäèíàòàõ ω, p äàåò ñëåäóþøèé ðåçóëüòàò:∫
[B]

de =

∫
S2

dω

∫
dp =

∫
S2

b(ω)dω,

ãäå b(ω) � øèðèíà òåëà B â íàïðàâëåíèè ïåðïåíäèêóëÿðíîì ω. Ìû ïîëó÷èëè
òåîðåìó îá èíòåãðàëå øèðèíû äëÿ âûïóêëûõ òåë â ïðîñòðàíñòâå:∫

S2

b(ω)dω =

∫
S2

(r1 + r2) dω.

Â ñëó÷àå, êîãäà B � ìíîãîãðàííèê, ïðàâàÿ ÷àñòü ïåðåõîäèò â ñóììó F (Wi) ïî
âíåøíèì êëèíüÿì ìíîãîãðàííèêà B.

6 Ïðÿìûå â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå

Ïðîñòðàíñòâî íàïðàâëåííûõ ïðÿìûõ (ïðÿìûõ ñî ñòðåëêîé) â IR3 áóäåì îáîçíà-
÷àòü ÷åðåç Γ, à ïðîñòðàíñòâî ïðÿìûõ áåç ñòðåëêè � ÷åðåç Γ.

Ïðÿìóþ γ ∈ Γ ìîæíî ïàðàìåòðèçîâàòü êàê

γ = (ω, Pω),

ãäå ω ∈ S2 � ïðîñòðàíñòâåííîå íàïðàâëåíèå ïðÿìîé γ,
Pω � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìîé γ ñ ïëîñêîñòüþ eω, ãäå
eω � ïëîñêîñòü, îðòîãîíàëüíàÿ ê γ, íàïðèìåð ñîäåðæàùàÿ íà÷àëî êîîðäèíàò.
Â ñëó÷àå ïðÿìûõ γ ∈ Γ ïàðàìåòðèçàçàöèÿ γ = (ω, Pω) îñòàåòñÿ â ñèëå, îäíàêî

òåïåðü ω ∈ S2, ãäå S2 ïðîåêòèâíàÿ ïëîñêîñòü.
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Â êàæäîì èç ïðîñòðàíñòâ Γ è Γ èìååòñÿ åäèíñòâåííàÿ ìåðà dγ, èíâàðèàíòíàÿ
îòíîñèòåëüíî åâêëèäîâîé ãðóïïû ïðîáðàçîâàíèé ïðîñòðàíñòâà IR3. Â óêàçàííûõ
êîîðäèíàòàõ â îáîèõ ñëó÷àÿõ îíà çàïèñûâàåòñÿ êàê

dγ = dωdPω,

ãäå dPω åñòü ëåáåãîâà ìåðà íà ïëîñêîñòè eω.
Ñëó÷àè Γ è Γ ðàçëè÷àþòñÿ îáëàñòüþ èçìåíåíèÿ ïåðåìåííîé ω (S2 è S2 ñîîò-

âåòñòâåííî).
Èìååòñÿ è äðóãàÿ ïàðàìåòðèçàöèÿ

γ = (ω, P ),

ãäå ïî-ïðåæíåìó ω ∈ S2 åñòü íàïðàâëåíèå ïðÿìîé γ, à P åñòü òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ
ïðÿìîé γ ñ êàêîé-íèáóäü ôèêñèðîâàííîé ïëîñêîñòüþ e0. Â ýòèõ êîîðäèíàòàõ

dγ = cos θdP dω,

ãäå θ � óãîë ìåæäó ω è íàïðàâëåíèåì íîðìàëüíûì ê ïëîñêîñòè e0, dP � ëåáåãîâà
ìåðà íà ïëîñêîñòè e0.

Ïóñòü B ⊂ IR3 � îãðàíè÷åííîå âûïóêëîå òåëî. Îáîçíà÷èì ÷åðåç (B) ∈ Γ ìíî-
æåñòâî íàïðàâëåííûõ ïðÿìûõ, ïåðåñåêàþùèõ B. Êàæäàÿ íàïðàâëåííàÿ ïðÿìàÿ,
ïåðåñåêàþùàÿ B, îïðåäåëÿåòñÿ ñâîèì íàïðàâëåíèåì è òî÷êîé P âõîäà â òåëî B.

Â ñëó÷àå ãëàäêîé ∂B íà ïðîñòðàíñòâå (B) ∈ Γ èìååòñÿ ìåðà

dγ = cos θdP dω,

ãäå dP � ýëåìåíò ïëîùàäè íà ïîâåðõíîñòè òåëà B.
Ýòà ìåðà íà (B) ñîâïàäàåò ñ ñóæåíèåì íà (B) èíâàðèàíòíîé ìåðû µ íà Γ.

Íàéäåì

µ((B)) =

∫
Γ

I(B)(γ)dγ,

ãäå I(B)(γ) åñòü èíäèêàòîðíàÿ ôóíêöèÿ ìíîæåñòâà (B). Èìååì∫
Γ

I(B)(γ)dγ =

∫
∂B

dP

∫
ΩP

cos θ(γ)dω,

ãäå ΩP � ìíîæåñòâî íàïðàâëåíèé, èñõîäÿùèõ èç òî÷êè P ∈ ∂B è ñìîòðÿùèõ
âíóòðü B (â ñëó÷àå ãëàäêîé ∂Bäëÿ êàæäîé òî÷êè P ýòî ïîëóñôåðà). Òàê êàê
äëÿ êàæäîé P èìååì ∫

ΩP

cos θ(γ)dω = π,
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ïîëó÷àåì
µ((B)) = π ||∂B||,

ãäå ||∂B|| � ïëîùàäü ïîâåðõíîñòè âûïóêëîãî òåëà B.
Åñëè (B) îïðåäåëÿåòñÿ êàê ïîäìíîæåñòâî Γ, òî

µ((B)) =
π

2
||∂B||.

Â êîîðäèíàòàõ (ω, Pω) âû÷èñëåíèå µ((B)) äëÿ (B) ⊂ Γ äàåò ñëåäóþøèé ðåçóëüòàò:

µ((B)) =

∫
(B)

dγ =

∫
A(ω)

dPω

∫
S2

dω =

∫
S2

a(ω)dω,

ãäå A(ω) � ïðîåêöèÿ òåëà B íà ïëîñêîñòü ïåðïåíäèêóëÿðíóþ ω, à a(ω) � ïëîùàäü
ïðîåêöèè. Ìû ïîëó÷èëè òåîðåìó îá èíòåãðàëå ïëîùàäè ïðîåêöèè:∫

S2

a(ω)dω =
π

2
||∂B||.

7 Õîðäû âûïóêëûõ òåë

Ïóñòü B � îãðàíè÷åííîå âûïóêëîå òåëî â IR3 ñ äîñòàòî÷íî ãëàäêîé ãðàíèöåé ∂B.
Íàïðàâëåííîé õîðäîé ν òåëà B íàçûâàåòñÿ åãî îáû÷íàÿ ïðÿìîëèíåéíàÿ õîðäà,
ñíàáæåííàÿ ñòðåëêîé. Íàïðàâëåííîé õîðäå ν ñîîòâåòñòâóåò åå ïðîäîëæåíèå γ ∈
Γ, ñâîþ ñòðåëêó γ íàñëåäóåò îò ν. Ïèøåì ν = B ∩ γ. Íàïðàâëåííîé õîðäå ν
ñîîòâåòñòâóåò åå íà÷àëî P ∈ ∂B (òî÷êà âõîäà ïðÿìîé γ) è å�å ïðîñòðàíñòâåííîå
íàïðàâëåíèå, îáîçíà÷àåìîå ÷åðåç ω.

Ïðîñòðàíñòâî íàïðàâëåííûõ õîðä äëÿ B îáîçíà÷èì ÷åðåç [B]. Íà [B] èìååòñÿ
ìåðà, èíäóöèðîâàííàÿ èíâàðèàíòíîé ìåðîé íà Γ. Â êîîðäèíàòàõ ν = (ω, Pω) îíà
èìååò âèä

dν = cos θ dP dω,

ãäå θ � óãîë ìåæäó íîðìàëüþ ê dP è íàïðàâëåíèåì ω.
Ðàññìîòðèì èíòåãðàë ∫

Γ

χ(γ) dγ,

ãäå χ(γ) � äëèíà õîðäû γ ∩B. Â êîîðäèíàòàõ (ω, Pω) èìååì∫
Γ

χ(γ) dγ =

∫
S2

dω

∫
A(ω)

χ(γ) dPω,
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ãäå ìíîæåñòâî A(ω) åñòü ïðîåêöèÿ òåëà B íà ïëîñêîñòü ïåðïåíäèêóëÿðíóþ íà-
ïðàâëåíèþ ω. Äëÿ êàæäîãî ω, ïðîèçâåäåíèå χ(γ) dPω åñòü ýëåìåíò îáúåìà. Ïîýòî-
ìó äëÿ êàæäîãî ω âíóòðåííèé èíòåãðàë ðàâåí îáúåìó V òåëà B. Ñëåäîâàòåëüíî,∫

Γ

χ(γ) dγ = 4πV.

Ñîîòâåòñòâóþùèé èíòåãðàë ïî Γ â äâà ðàçà ìåíüøå, ò.å.∫
Γ

χ(γ) dγ = 2πV.
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Ëåêöèÿ 2. Ãåîìåòðè÷åñêèå íåðàâåíñòâà è

ãåîìåòðè÷åñêèå âåðîÿòíîñòè

Â ëåêöèè âû÷èñëÿþòñÿ íåñêîëüêî ôóíêöèîíàëîâ îò âûïóêëûõ îáëàñòåé, êîòî-
ðûå ðàññìàòðèâàëèñü åùå Â.Áëÿøêå. Ñòàâèòñÿ âîïðîñ îá ýêñòðåìàëüíûõ çíà÷å-
íèÿõ ïîðîæäåííûõ ýòèìè ôóíêöèîíàëàìè ãåîìåòðè÷åñêèõ âåðîÿòíîñòÿõ. Â ñëó-
÷àå òåë â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå, âûñêàçûâàþòñÿ ãèïîòåçû î òîì, ÷òî ýòè
âåðîÿòíîñòè ïðèíèìàþò ýêñòðåìàëüíûå çíà÷åíèÿ äëÿ øàðà.

1 Ñëó÷àéíûå ïàðû ïðÿìûõ íà ïëîñêîñòè

Ïóñòü D � îãðàíè÷åíàÿ âûïóêëàÿ îáëàñòü íà ïëîñêîñòè, [D] ⊂ G � ïðîñòðàíñòâî
ïðÿìûõ, ïåðåñåêàþùèõ D, H � ïåðèìåòð îáëàñòè D. Âåðîÿòíîñòíóþ ìåðó íà [D]
ñ ýëåìåíòîì

H−1I[D](g) dg,

îáîçíà÷èì ÷åðåç P (âûáîð êîýôôèöèåíòa H−1 îáåñïå÷èâàåò P [D] = 1).
Â ïðîñòðàíñòâå ïàð [D]× [D] ðàññìîòðèì âåðîÿòíîñòíóþ ìåðó, îïðåäåëåííóþ

êàê ïðîèçâåäåíèå P × P .

Çàäà÷à: ×åìó ðàâíà âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ, ñîñòîÿùåãî â òîì, ÷òî òî÷êà ïåðå-
ñå÷åíèÿ Q ñëó÷àéíîé ïàðû (g1, g2) ∈ [D] × [D] ïðèíàäëåæèò çàäàííîé îáëàñòè
D?
Ðåøåíèå. Ïî îïðåäåëåíèþ, èñêîìîå çíà÷åíèå p ðàâíî èíòåãðàëó

p = H−2

∫∫
Q∈D

dg1dg2,

(ìû èñïîëüçîâàëè òî îáñòîÿòåëüñòâî, ÷òî Q ∈ D âëå÷åò I[D](g1) = I[D](g2) = 1).
Ïî òåîðåìå Ôóáèíè

p = H−2

∫
[D]

dg1

∫
Q∈χ

dg2,
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ãäå χ � õîðäà g1 ∩D. Ðàíåå ìû âèäåëè, ÷òî ïðè ôèêñèðîâàííîé g1 ∈ [D]∫
Q∈χ

dg2 = 2|χ|,

ñëåäîâàòåëüíî,

p = 2H−2

∫
[D]

|χ| dg1 = 2π
||D||
H2

.

Íàïîìíèì, ÷òî ||D|| � ïëîùàäü îáëàñòè D. Ïîñêîëüêó p ≤ 1, îòñþäà ñëåäóåò

2π||D|| ≤ H2.

Këàññè÷åñêîe èçîïåðèìåòðè÷åñêîe íåðàâåíñòâo èìååò âèä

4π||D|| ≤ H2,

îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî
||D||
H2

≤ 1

4π
.

Èòàê, ïîëó÷àåòñÿ ðåçóëüòàò

p ≤ 1

2
,

ïðè÷åì ðàâåíñòâî çäåñü èìååò ìåñòî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà D åñòü êðóã
(ñëåäóåò èç èçâåñòíîãî ñâîéñòâà èçîïåðèìåðè÷åñêîãî íåðàâåíñòâà).

Çàìå÷àíèå. Òîò æå ðåçóëüòàò ìîæíî ïîëó÷èòü, èñõîäÿ èç òîæäåñòâà

dg1dg2 = sin |ϕ1 − ϕ2|dQdϕ1dϕ2,

ãäå
dQ � ìåðà Ëåáåãà íà ïëîñêîñòè,
dϕi � ðàâíîìåðíàÿ ìåðà â ïðîñòðàíñòâå íàïðàâëåíèé íà ïëîñêîñòè (ìåðà, èí-

âàðèàíòíàÿ îòíîñèòåëüíî âðàùåíèé), ò.å. íà èíòåðâàëå (0, π), i = 1, 2.
Äåéñòâèòåëüíî, ∫∫

Q∈D

sin |ϕ1 − ϕ2|dQdϕ1dϕ2 = 2π||D||,

è íàøå âûðàæåíèå äëÿ p íàõîäèì äåëåíèåì íà H2.
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2 Ñëó÷àéíûå ïàðû ïëîñêîñòåé

Ïóñòü B � îãðàíè÷åíàÿ âûïóêëàÿ îáëàñòü â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå IR3,
[B] ⊂ E � ïðîñòðàíñòâî ïëîñêîñòåé, ïåðåñåêàþùèõ B. Âåðîÿòíîñòíóþ ìåðó íà
[B] ñ ýëåìåíòîì

M−1I[B](e) de,

îáîçíà÷èì ÷åðåç P1. Çäåñü M � èíòåãðàë Ìèíêîâñêîãî, òî åñòü,

M =

∫
I[B](e)de.

Bûáîð êîýôôèöèåíòa M−1 îáåñïå÷èâàåò P1[D] = 1.
Â ïðîèçâåäåíèè ïðîñòðàíñòâ [B] × [B] ⊂ E × E ðàññìîòðèì âåðîÿòíîñòíóþ

ìåðó, îïðåäåëåííóþ êàê ïðîèçâåäåíèå P1 × P1.

Çàäà÷à: Âíóòðè [B] × [B] âûáèðàåòñÿ ñëó÷àéíàÿ ïàðà íåçàâèñèìûõ ïëîñêîñòåé
(e1, e2). ×åìó ðàâíà âåðîÿòíîñòü p1 ñîáûòèÿ, ñîñòîÿùåãî â òîì, ÷òî ñëó÷àéíàÿ
ïðÿìàÿ γ = e1 ∩ e2 ïåðåñåêàåò òåëî B?
Ðåøåíèå. Îáîçíà÷èì ÷åðåç (B) ìíîæåñòâî ïðÿìûõ, ïåðåñåêàþùèõ îáëàñòü B.
Ïîñêîëüêó γ ∈ (B) âëå÷åò I[B](e1) = I[B](e2) = 1, èñêîìàÿ âåðîÿòíîñòü p1 ðàâíà
èíòåãðàëó

p = M−2

∫∫
γ∈(B)

de1de2.

Â ïðîñòðàíñòâå ïàð e1, e2, äëÿ êîòîðûõ îïðåäåëåíà ïðÿìàÿ γ = e1 ∩ e2, ðàñ-
ñìîòðèì êîîðäèíàòû

γ, φ1, φ2,

ãäå φi åñòü óãîë ïîâîðîòà ïëîñêîñòè ei âîêðóã îñè γ, çäåñü i = 1, 2.
Èìååì ðàâåíñòâî ìåð:

de1de2 = sin |φ1 − φ2|dγdφ1dφ2.

Ìû âèäåëè, ÷òî ∫
γ∈(B)

dγ =
π

2
S,

ãäå S � ïëîùàäü ïîâåðõíîñòè òåëà B. Äàëåå∫
sin |φ1 − φ2|dφ1dφ2 = 2π.

Ñëåäîâàòåëüíî,

p =
π2 S

M2
.
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Òîò æå ðåçóëüòàò ìîæíî ïîëó÷èòü è äðóãèì ñïîñîáîì. Ïî òåîðåìå Ôóáèíè

p = M−2

∫
[B]

de1

∫
γ∩B ̸=∅

de2.

Ðàíåå ìû âèäåëè, ÷òî ïðè ôèêñèðîâàííîé e1 ∈ [B]∫
γ∈(B)

de2 = π|e1 ∩B| = π

2
H(e1),

ãäå H(e1) åñòü ïåðèìåòð îáëàñòè e1 ∩ B, âûñåêàåìîé òåëîì B íà ïëîñêîñòè e1.
Òàê ïðèõîäèì ê óæå ïîëó÷åííîìó âûðàæåíèþ äëÿ p.

Â ñëó÷àå, êîãäà B åñòü øàð åäèíè÷íîãî ðàäèóñà

p =
4π3

(4π)2
=

π

4
.

Ãèïîòåçà.Äëÿ ëþáîãî îãðàíè÷åíîãî âûïóêëîãî òåëàB ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

p ≤ π

4
,

ïðè÷åì ðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà B åñòü øàð. Ýêâèâà-
ëåíòíàÿ ôîðìóëèðîâêà: èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

π S ≤ M2

4

3 Ñëó÷àéíûå ïàðû "ïðÿìàÿ - ïëîñêîñòü"

Ïóñòü ïî-ïðåæíåìó B � îãðàíè÷åíàÿ âûïóêëàÿ îáëàñòü â òðåõìåðíîì ïðîñòðàí-
ñòâå IR3, M � èíòåãðàë Ìèíêîâñêîãî äëÿ B, S � ïëîùàäü ïîâåðõíîñòè òåëà B.
Ïóñòü òàêæå [B] ⊂ E � ïðîñòðàíñòâî ïëîñêîñòåé ïåðåñåêàþùèõ B, (B) ⊂ Γ �
ïðîñòðàíñòâî ïðÿìûõ, ïåðåñåêàþùèõ B.

Â ïðîñòðàíñòâå ïàð (γ, e), ãäå γ ∈ (B) è e ∈ [B], ðàññìîòðèì âåðîÿòíîñòíóþ
ìåðó P2 ñ ýëåìåíòîì

(M · πS)−1 I(B)×[B](γ, e) dγde.

Çàäà÷à: Äëÿ êàæäîé ïàðû (γ, e) îáîçíà÷èì ÷åðåç Q òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ γ è
e. Íàéòè âåðîÿòíîñòü

p = P2{Q ∈ B}

òîãî, ÷òî ñëó÷àéíàÿ òî÷êà Q îêàæåòñÿ âíóòðè òåëà B.
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Ðåøåíèå. Ïî îïðåäåëåíèþ, èñêîìàÿ âåðîÿòíîñòòü p ðàâíà èíòåãðàëó

p = (M · πS)−1

∫∫
Q∈B

dγ de.

(Èñïîëüçîâàíî òî îáñòîÿòåëüñòâî, ÷òî Q ∈ B âëå÷åò I(B)(γ) = I[B](e) = 1.) Ïî
òåîðåìå Ôóáèíè

p = (M · πS)−1

∫
(B)

dγ

∫
Q∈B

de.

Ìû âèäåëè, ÷òî ∫
Q∈B

de = π|χ|,

ãäå χ � õîðäà γ ∩B. Ñëåäîâàòåëüíî,

p = (MS)−1

∫
(B)

|χ|dγ.

Â ñâîþ î÷åðåäü, ∫
(B)

|χ|dγ = 2πV,

ãäå V � îáúåì òåëà B. Èòàê,

p2 = 2π(MS)−1V ≤ 1,

îòêóäà
MS ≤ 2πV.

Â ÷àñòíîì ñëó÷àå, êîãäà B åñòü øàð åäèíè÷íîãî ðàäèóñà, èìååì M = 4π, S = 4π,
V = 4π

3
, ò.å.

p =
1

6

Ãèïîòåçà. Çíà÷åíèå 1/6 åñòü ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå âåðîÿòíîñòè p, ò.å. ñïðà-
âåäëèâî íåðàâåíñòâî

p ≤ 1

6
èëè, ÷òî òî æå ñàìîå,

2πV ≤ MS

6
.
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4 Ñëó÷àéíûå òðîéêè ïëîñêîñòåé

Ïóñòü, êàê è ðàíåå, B � îãðàíè÷åííàÿ âûïóêëàÿ îáëàñòü â ïðîñòðàíñòâå IR3,
[B] ⊂ E � ïðîñòðàíñòâî ïëîñêîñòåé, ïåðåñåêàþùèõ B,
[B]3 ⊂ E ×E ×E � ïðîñòðàíñòâî òðîåê ïëîñêîñòåé, êàæäàÿ èç êîòîðûõ ïåðå-

ñåêàåò B.
Íà ïðîñòðàíñòâå [B]3 ðàññìîòðèì âåðîÿòíîñòíóþ ìåðó P

M−3I[B]3(e1, e2, e3) de1de2de3,

ãäå

M =

∫
[B]

de.

Çàäà÷à: Äëÿ òðîéêè (e1, e2, e3) îáîçíà÷èì ÷åðåç Q òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ ýòèõ
òðåõ ïëîñêîñòåé. Íàéòè âåðîÿòíîñòü

p = P{Q ∈ B}

òîãî, ÷òî ñëó÷àéíàÿ òî÷êà Q îêàæåòñÿ âíóòðè òåëà B.
Ðåøåíèå. Ïî îïðåäåëåíèþ, èñêîìàÿ âåðîÿòíîñòòü p ðàâíà èíòåãðàëó

p = M−3

∫∫∫
Q∈B

de1 de2 de3,

Â ïðîñòðàíñòâå òðîåê (e1, e2, e3), äëÿ êîòîðûõ îïðåäåëåíà òî÷êà Q, âîñïîëü-
çóåìñÿ êîîðäèíàòàìè

Q,ω1, ω2, ω3,

ãäå ωi � íàïðàâëåíèå, íîðìàëüíîå ê ïëîñêîñòè ei, i=1,2,3. Èìååò ìåñòî

de1de2de3 = dQdω1dω2dω3,

ãäå dQ � ìåðà Ëåáåãà â IR3, à êàæäàÿ dωi � ðàâíîìåðíàÿ ìåðà íà ïîëóñôåðå.
Ïîëó÷àåì

p =
V

M3

∫∫∫
Q∈B

dω1 dω2 dω3 = (2π)3
V

M3
.

Â ÷àñòíîì ñëó÷àå, êîãäà B åñòü øàð åäèíè÷íîãî ðàäèóñà, èìååìM = 4π, V = 4π
3
,

ò.å.

p = (2π)3
4π

3

1

(4π)3
=

π

6
.

Ãèïîòåçà. Çíà÷åíèå π
6
åñòü ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå âåðîÿòíîñòè p, ò.å. ñïðàâåä-

ëèâî íåðàâåíñòâî

p ≤ π

6
.
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5 Õîðäû âûïóêëûõ îáëàñòåé

5.1 Äâóìåðíûé ñëó÷àé

Ïóñòü çàäàíà îãðàíè÷åííàÿ âûïóêëàÿ îáëàñòü D â äâóìåðíîì ïðîñòðàíñòâå IR2.
Ïóñòü [D] ⊂ G � ìíîæåñòâî ïðÿìûõ ïåðåñåêàþùèõ D. Íà [D] ðàññìîòðèì âåðî-
ÿòíîñòíóþ ìåðó P ñ ýëåìåíòîì

|D|−1I[D](g) dg.

Ðàññìîòðèì ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó

χ(g) = äëèíà õîðäû D ∩ g,

è ÷åðåç F (x) îáîçíà÷èì åå ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ, ò.å.,

F (x) = P (χ(g) ≤ x)

Ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå Eχ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû χ ðàâíî

Eχ =

∫
x dF (x) =

π||D||
|D|

.

Â.Áëÿøêå ïîñòàâèë çàäà÷ó âû÷èñëåíèÿ âåëè÷èí (ìîìåíòîâ) Eχn. Ïîâòîðèì åãî
âû÷èñëåíèå äëÿ n = 3.

Ïàðû òî÷åê (Q1, Q2) íà ïëîñêîñòè IR2 ïàðàìåòðèçóåì òàê:

(Q1, Q2) = (g, t1, t2),

ãäå g ∈ G åñòü ïðÿìàÿ, ñîäåðæàùàÿ îáå òî÷êè Q1, Q2, à t1, t2 � êîîðäèíàòû òî÷åê
Q1, Q2 íà g.

Ïóñòü dQ � ëåáåãîâà ìåðà íà IR2. Äëÿ ïðîèçâåäåíèÿ dQ1dQ2 ëåáåãîâûõ ìåð
èìååò ìåñòî

dQ1dQ2 = ρ dg dt1 dt2,

ãäå ρ åñòü ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè Q1, Q2.
Äëÿ êâàäðàòà ïëîùàäè îáëàñòè D èìååì:

S2 =

∫∫
D×D

dQ1dQ2 =

∫
[D]

dg

∫∫
t1,t2∈χ(g)

ρ dt1 dt2.

Äàëåå,∫∫
t1,t2∈χ(g)

ρ dt1 dt2 = 2

∫ χ

0

dt1

∫ χ

t1

(t2 − t1) dt2 = 2

∫ χ

0

[
χ2

2
− t21

2
− t1(χ− t1)

]
dt1 =

7



2

∫ χ

0

[
χ2

2
+

t21
2
− t1χ

]
dt1 =

∫ χ

0

[χ− t1]
2 dt1 =

χ3

3
.

Ñëåäîâàòåëüíî, ∫
[D]

χ3(g) dg = 3S2

è

Eχ3 =
3S2

|D|
.

5.2 Òðåõìåðíûé ñëó÷àé

Ïóñòü B � îãðàíè÷åíîå âûïóêëîå òåëî â IR3, (B) ⊂ Γ � ìíîæåñòâî ïðÿìûõ,
ïåðåñåêàþùèõ B. Íà (B) ðàññìîòðèì âåðîÿòíîñòíóþ ìåðó

(πS)−1I[B](γ) dγ,

è oïðåäåëèì ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó

X(γ) = äëèíà õîðäû B ∩ γ.

Å�å ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ðàâíî

EX =
1

πS

∫
X(γ) dγ =

2V

S
,

ãäå V � îáúåì òåëà B, S � åãî ïîâåðõíîñòü. Ñëåäóÿ Â.Áëÿøêå, âû÷èñëèì ÷åòâåð-
òûé ìîìåíò EX4. Äëÿ ýòîãî ïàðàìåòðèçóåì ïàðû òî÷åê (Q1, Q2) â ïðîñòðàíñòâå
IR3 òàê:

(Q1, Q2) = (γ, t1, t2),

ãäå γ ∈ Γ åñòü ïðÿìàÿ, ñîäåðæàùàÿ òî÷êè Q1, Q2, à ÷èñëà t1, t2 � îäíîìåðíûå
êîîðäèíàòû òî÷åê Q1, Q2 íà γ.

Èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî ìåð

dQ1dQ2 = ρ2 dγ dt1 dt2,

ãäå ρ åñòü ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè Q1, Q2. Èìååì

V 2 =

∫∫
D×D

dQ1dQ2 =

∫
[D]

dγ

∫∫
t1,t2∈X(γ)

ρ dt1 dt2.
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Äàëåå, ∫∫
t1,t2∈X(γ)

ρ2 dt1 dt2 = 2

∫ X

0

dt1

∫ X

t1

(t2 − t1)
2 dt2 = 2

∫ X

0

dt1

∫ X−t1

0

u2 du =

=
2

3

∫ X

0

(X − t1)
3 dt1 =

X4

6
.

Ñëåäîâàòåëüíî, ∫
[D]

X4(γ) dγ = 6V 2,

òî åñòü,

EX4 =
6V 2

πS
.

5.3 Òîæäåñòâî Áëÿøêå

Ýòî òîæäåñòâî � èíñòðóìåíò âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëîâ â ïðîñòðàíñòâå Γ. Ðàññìîò-
ðèì ïðîñòðàíñòâî ïàð

(γ, eγ) = (γ, ϕγ),

ãäå γ ∈ Γ, è
eγ = ïëîñêîñòü, ñîäåðæàùàÿ ïðÿìóþ γ,
ϕγ = óãîë ïîâîðîòà âîêðóã γ ïëîñêîñòè eγ.
Ïóñòü dγϕ åñòü îáû÷íàÿ óãëîâàÿ ìåðà â ïðîñòðàíñòâå ïîâîðîòîâ âîêðóã γ, deg

åñòü èíâàðèàíòíàÿ ìåðà â ïðîñòðàíñòâå ïðÿìûõ, ïðèíàäëåæàùèõ ïëîñêîñòè e.
Èìååò ìåñòî ñîâïàäåíèå ìåð (òîæäåñòâî Áëÿøêå):

dγ dγϕ = de deg, (5.1)

Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f(γ), îïðåäåëåííîé íà Γ èìååì∫
f(γ)dγ dγϕ =

∫
f(γ) de deg.

Ïðè êàæäîé ôèêñèðîâàííîé γ èìååì∫
dγϕ = π.

Ïðèìåíÿÿ òåîðåìó Ôóáèíè, ïîëó÷àåì æåëàåìîå òîæäåñòâî∫
f(γ)dγ =

1

π

∫
de

∫
f(γ) deg.
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Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì f(γ) = I(B)(γ), ãäå B � âûïóêëîå òåëî â IR3,
||∂B|| � ïëîùàäü åãî ïîâåðõíîñòè, ÷åðåç (B) ⊂ Γ îáîçíà÷åíî ìíîæåñòâî ïðÿìûõ,
ïåðåñåêàþùèõ B. Äëÿ ôèêñèðîâàííîé ïëîñêîñòè e, ïåðåñåêàþùåé B, èìååì∫

I(B)(g) deg = H(e), e ∈ [B],

ãäå H(e)� ïåðèìåòð ïëîñêîé âûïóêëîé îáëàñòè e ∩B.
Ïîñêîëüêó ðàáîòàåì ñ íåíàïðàâëåííûìè ïðÿìûìè, èíòåãðèðóÿ ïî de, ïîëó-

÷àåì

||∂B|| = 2

π2

∫
[B]

H(e) de.

Âåëè÷èíà M−1
∫
[B]

H(e)de ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå EH
ïåðèìåòðà îáëàñòè, âîçíèêàþùåé ïðè ïåðåñå÷åíèè B ñëó÷àéíîé ïëîñêîñòüþ. Äå-
ëåíèåì íà M ïîëó÷àåì

EH =
2M

π2 · ||∂B||
.
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Ëåêöèÿ 3. Áþôôîíîâû ìíîæåñòâà â

ïðîñòðàíñòâå ïðÿìûõ íà ïëîñêîñòè. ×åòâ�åðòàÿ

ïðîáëåìà Ãèëüáåðòà

Â ëåêöèè îïèñûâàåòñÿ êëàññ òàê íàçûâàåìûõ áþôôîíîâûõ ïîäìíîæåñòâ ïðî-
ñòðàíñòâà ïðÿìûõ íà ïëîñêîñòè è âûâîäèòñÿ êîìáèíàòîðíîå ðàçëîæåíèå äëÿ çíà-
÷åíèé ìåð òàêèõ ìíîæåñòâ. Ýòî êîìáèíàòîðíîå ðàçëîæåíèå èìååò íåïîñðåäñòâåí-
íîå îòíîøåíèå ê ÷åòâåðòîé ïðîáëåìå Ãèëüáåðòà äëÿ ïëîñêîñòè.

1 Ìåðà áþôôîíîâûõ ìíîæåñòâ

1.1 Áþôôîíîâû êîëüöà è Áþôôîíîâû ìíîæåñòâà

Ñêîïëåíèåì ìû íàçûâàåì âñÿêîå êîíå÷íîå ìíîæåñòâî òî÷åê

{Pi}n1 = {P1, ..., Pn} ⊂ IR2.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç [P ] ïó÷îê ïðÿìûõ èçG, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç òî÷êó P . Äëÿ êàæäîé
g ∈ G, ÷åðåç g∗ îáîçíà÷èì ïîëóïëîñêîñòü, ëåæàùóþ ñïðàâà îò g.

Êàæäîé ïðÿìîé g ∈ G, íå ïðèíàäëåæàùåé íè îäíîìó èç ïó÷êîâ [Pi], ñòàâèì
â ñîîòâåòñòâèå Z = g∗

∩
{Pi}n1 (ìíîæåñòâî òî÷åê çàäàííîãî ñêîïëåíèÿ ïîïàâøåå

â g∗). Ïóñòü ïðÿìîé g1 ∈ G ñîîòâåòñòâóåò Z1, à ïðÿìîé g2 ∈ G2 ñîîòâåòñòâóåò
Z2. Ïðÿìûå g1 è g2 íàçîâåì ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè Z1 = Z2. Êàæäoé ïðÿìoé g ∈
G, íå ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êè ñêîïëåíèÿ, ñîîòâåòñòâóåò êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè
Υ(g) ⊂ G

Υ(g) − ìíîæåñòâî âñåõ ïðÿìûõ èç G, ýêâèâàëåíòíûõ äàííîé g ∈ G.

Ìíîæåñòâî Υ(g) ⊂ G âñåãäà ÿâëÿåòñÿ ñâÿçíûì îòêðûòûì ìíîæåñòâîì; çàìûêà-
íèå Υ(g) íå áóäåò êîìïàêòíûì, åñëè äëÿ (êàæäîé) g ∈ Υ âñå ñêîïëåíèå {Pi}n1
öåëèêîì ëåæèò ëèáî â g∗, ëèáî â åãî äîïîëíåíèè.
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Âñå îñòàëüíûå êëàññû Υ(g) èìåþò êîìïàêòíîå çàìûêàíèå: èõ ìû íàçûâàåì
àòîìàìè. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Br{Pi}n1 ìèíèìàëüíîå êîëüöî ïîäìíîæåñòâ G, ñîäåð-
æàùåå âñå àòîìû.

Âñÿêèé ýëåìåíò B ∈ Br{Pi}n1 åñòü îòêðûòîå ìíîæåñòâî â G, îíî èìååò âèä
B =

∪
ai, ãäå ai - êàêèå-òî àòîìû èç Br{Pi}n1 . Êîëüöà Br{Pi}n1 íàçûâàþòñÿ Áþô-

ôîíîâûìè êîëüöàìè. Ìíîæåñòâî â B ∈ G íàçûâàåòñÿ Áþôôîíîâûì, åñëè ñóùå-
ñòâóåò ñêîïëåíèå {Pi}n1 ⊂ IR2 òàêîå, ÷òî âíóòðåííîñòü B ïðèíàäëåæèò Br{Pi}n1 .

1.2 Ðàçëîæåíèå ìåðû áþôôîíîâûõ ìíîæåñòâ äëÿ íåâû-

ðîæäåííûõ ïëîñêèõ ñêîïëåíèé, ñëó÷àé èíâàðèàíòíîé

ìåðû íà ïðîñòðàíñòâå G

Â 1890 àíãëèéñêèé ìàòåìàòèê Äæ.Ñèëüâåñòð ðàññìîòðåë ñëåäóþùåå ïðÿìîå îáîá-
ùåíèå çàäà÷è Áþôôîíà. Ïóñòü íà ïëîñêîñòè çàôèêñèðîâàíû n èãë ν1,...,νn â
îáùåì ïîëîæåíèè. Ñèëüâåñòð ïîêàçàë, ÷òî çíà÷åíèÿ èíâàðèàíòíîé ìåðû íà ïîä-
ìíîæåñòâàõ G âèäà

B =
n∩

i=1

[νi] èëè B =
n∪

i=1

[νi]

äîïóñêàþò ïðåäñòàâëåíèå

µ(B) =
∑
i<j

cij(B) |Pi, Pj|, (1.1)

ãäå ñóììà ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ íà âñå ïàðû êîíöîâ èãë ν1,...,νn, à cij(B) - öåëî÷èñ-
ëåííûå êîýôôèöèåíòû. Ñèëüâåñòð ïîñòàâèë âîïðîñ îá àëãîðèòìå âû÷èñëåíèÿ
êîýôôèöèåíòîâ cij(B) (òàê íàçûâàåìàÿ çàäà÷a Áþôôîíà�Ñèëüâåñòðà).

Â ôîðìóëèðîâêå òåîðåìû íèæå, äàþùåé îòâåò íà ýòó çàäà÷ó, ó÷àñòâóþò êî-
ýôôèöèåíòû cij(B), çàâèñÿùèå îò âûáîðà ñêîïëåíèÿ {Pi}n1 , îò Áþôôîíîâà ìíî-
æåñòâà B ∈ Br{Pi}n1 è îò íåóïîðÿäî÷åííîé ïàðû òî÷åê {Pi, Pj} ⊂ {Pi}n1 . Äàäèì
îïðåäåëåíèå âåëè÷èí cij(B) äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà â ñêîïëåíèè {Pi}n1 íèêàêèå òðè
òî÷êè íå ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé.

Êàê ìû âèäåëè, âñÿêàÿ ïðÿìàÿ g ∈ G, íå ñîäåðæàùàÿ òî÷åê èç {Pi}n1 îïðå-
äåëÿåò ñâîå ìíîæåñòâî Z ⊂ {Pi}n1 . Òî æå Z ñîîòâåòñòâóåò ëþáîé ïðÿìîé èç Υ �
êëàññà ýêâèâàëåíòíîñòè äëÿ g.

Åñëè Z ̸= {Pi}n1 è Z ̸= ∅, òî Υ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé àòîì.

Ïóñòü (Pi, Pj) � óïîðÿäî÷åííàÿ ïàðà òî÷åê èç ñêîïëåíèÿ {Pi}n1 , gij � íàïðàâ-
ëåííàÿ ïðÿìàÿ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç Pi è Pj, îò Pi ê Pj, Zi,j � ïîäìíîæåñòâî ñêîï-
ëåíèÿ, ëåæàùåå â îòêðûòîé ïîëóïëîñêîñòè g∗ij (ò.å. Pi è Pj â Zi,j íå âõîäÿò).
Ïîñêîëüêó â {Pi}n1 íèêàêèå òðè òî÷êè íå ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé, òî êëàññoâ
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ýêâèâàëåíòíîñòè, êóäà ìîæåò ïîïàñòü ïðÿìàÿ gi,j â ðåçóëüòàòå ìàëûõ øåâåëåíèé
ïîñëåäíåé, âñåãî ÷åòûðå. Èç êàæäîãî êëàññà ýêâèâàëåíòíîñòè âûáåðåì ïî îäíîé
(ïðîèçâîëüíîé) ïðÿìîé:

gij(++) îñòàâëÿåò ñïðàâà îò ñåáÿ îáå òî÷êè Pi è Pj;

gij(+−) îñòàâëÿåò ñïðàâà îò ñåáÿ òî÷êó Pi è ñëåâà òî÷êó Pj;

gij(−+) îñòàâëÿåò ñïðàâà îò ñåáÿ òî÷êó Pj è ñëåâà òî÷êó Pi;

gij(−−) îñòàâëÿåò ñëåâà îò ñåáÿ îáå òî÷êè Pi è Pj.

Ïóñòü çàäàíî áþôôîíîâî ìíîæåñòâî B ∈ Br{Pi}n1 . Îáîçíà÷èì
IB(i

+, j−) = IB(gij(+−)), IB(i
+, j+) = IB(gij(++)), è òàê äàëåå (âñåãî ÷åòûðå

âåëè÷èíû). Â ýòèõ îáîçíà÷åíèÿõ êîýôôèöèåíòû cij(B) çàïèñûâàþòñÿ òàê:

cij(B) = IB(i
+, j−) + IB(i

−, j+) − IB(i
+, j+) − IB(i

−, j−). (1.2)

Ýòî âûðàæåíèå íàçîâåì ôîðìóëîé ÷åòûðåõ èíäèêàòîðîâ.

P P
g  (++)

g  (+ -)

g  (-+)

g  (--)

ij

ij

ij

ij

i j

Ðèñ. 1: ×åòûðå ñïîñîáà øåâåëåíèÿ ïðÿìîé gij

Òåîðåìà 1.1 (ðåøåíèå îáîáùåííîé çàäà÷è Áþôôîíà-Ñèëüâåñòðà) Ïóñòü â ñêîï-
ëåíèè {Pi}n1 îòñóñòâóþò êîëëèíåàðíûå òðîéêè òî÷åê. Òîãäà äëÿ ëþáîãî áþô-
ôîíîâà ìíîæåñòâà B ∈ Br{Pi}n1 èìååò ìåñòî ðàçëîæåíèå:

µ(B) =
∑
(i,j)

cij(B) |Pi, Pj|. (1.3)

Çäåñü µ � èíâàðèàíòíàÿ ìåðà â ïðîñòðàíñòâå G, êîýôôèöèåíòû cij(B) çàäàþò-
ñÿ ôîðìóëîé ÷åòûðåõ èíäèêàòîðîâ (1.2), |Pi, Pj| � ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè
Pi è Pj, ñóììèðîâàíèå ïðîâîäèòñÿ ïî óïîðÿäî÷åííûì ïàðàì (Pi, Pj) òî÷åê èç
ñêîïëåíèÿ.
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Äëÿ ïðîñòðàíñòâà G èìååì ñëåäñòâèå (äîêàçàòåëüñòâî ïðèìåíåíèåì îïåðàöèè
ñòèðàíèÿ ñòðåëêè):

Òåîðåìà 1.2 Ïóñòü â ñêîïëåíèè {Pi}n1 îòñóñòâóþò êîëëèíåàðíûå òðîéêè òî-
÷åê. Òîãäà äëÿ ëþáîãî ìíîæåñòâà A ∈ Br{Pi}n1 èìååò ìåñòî ðàçëîæåíèå:

µ(A) =
∑
i<j

cij(A) |Pi, Pj|. (1.4)

Çäåñü µ � èíâàðèàíòíàÿ ìåðà â ïðîñòðàíñòâå G, êîýôôèöèåíòû cij(B) çàäàþò-
ñÿ ôîðìóëîé ÷åòûðåõ èíäèêàòîðîâ (1.2), |Pi, Pj| � ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè
Pi è Pj, ñóììèðîâàíèå ïðîâîäèòñÿ ïî äâóõòî÷å÷íûì ìíîæåñòâàì Pi, Pj.

Íèæå áóäåò äîêàçàíà áîëåå îáùàÿ òåîðåìà, ãäå µ áóäåò îáîçíà÷àòü ïðîèç-
âîëüíóþ áåñïó÷êîâóþ ìåðó, à âåëè÷èíà |Pi, Pj| çàìåíÿåòñÿ íà ìåðó ìíîæåñòâà
ïðÿìûõ, ïåðåñåêàþùèõ èãëó Pi, Pj.

2 Ïðèìåðû

2.1 Ïîðÿäêîâûå ïåðèìåòðû ïëîñêèõ ñêîïëåíèé

Ïóñòü çàäàíî íåêîòîðîå ñêîïëåíèå {Pi}ni=1, â êîòîðîì íèêàêèå òðè òî÷êè íå ëåæàò
íà îäíîé ïðÿìîé.

Äëÿ k = 1, 2, ..., n− 1 îïðåäåëèì ïîäìíîæåñòâà G:

Bk = {g ∈ G : ñïðàâà îò g, òî åñòü, â g∗, íàõîäèòñÿ ðîâíî k òî÷åê ñêîïëåíèÿ}.

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ çíà÷åíèé µ(Bk) ïðèìåíèì ôîðìóëà (1.3):
Ïóñòü gij � ïðÿìàÿ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êè Pi è Pj, íàïðàâëåííàÿ îò Pi ê

Pj. Îáîçíà÷èì ÷åðåç m ÷èñëî òî÷åê ñêîïëåíèÿ, ëåæàùèõ ñïðàâà îò gij. Òîãäà

IBk
(i−, j+) = IBk

(i+, j−) =

{
1, åñëè m = k − 1;
0, èíà÷å .

IBk
(i+, j+) =

{
1, åñëè m = k;
0, èíà÷å .

IBk
(i−, j−) =

{
1, åñëè m = k − 2;
0, èíà÷å .

Ïîëó÷àåì:
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cij(Bk) =


−1, åñëè m = k èëè m = k − 2;
2, åñëè m = k − 1;
0, åñëè m ïðèíèìàåò ëþáûå äðóãèå çíà÷åíèÿ.

Ïîäñòàíîâêà â (1.3) äàåò

µ(Bk) = −fk + 2fk−1 − fk−2, k = 1, 2, ..., n− 1.

×èñëà fk ïîëó÷èëè íàçâàíèå ïîðÿäêîâûõ ïåðèìåòðîâ ñêîïëåíèÿ {Pi}ni=1.

2.2 Ïðÿìûå, ïåðåñåêàþùèå èãëó

Ïóñòü ñêîïëåíèå ñîñòîèò èç äâóõ òî÷åê, P1 è P2. Òîãäà êîëüöî Br{Pi}21 ñîñòîèò
èç äâóõ ýëåìåíòîâ: ∅ (ïóñòîå ìíîæåñòâî) è A ⊂ G , ãäå

A = ìíîæåñòâî ïðÿìûõ, ïåðåñåêàþùèõ èãëó P1, P2.

Âû÷èñëèì çíà÷åíèå èíâàðèàíòíîé ìåðû µ ìíîæåñòâà A. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî

IA(1
−, 2+) = 1, IA(1

+, 2−) = 1, IA(1
+, 2+) = 0, IA(1

−, 2−) = 0.

Ïîëó÷àåì óæå èçâåñòíîå çíà÷åíèå

µ([P1, P2]) = 2 |P1, P2|.

ãäå, êàê îáû÷íî, |P1, P2| åñòü ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè P1 è P2.

2.3 Íåðàâåíñòâo òðåóãîëüíèêà

Íà ïëîñêîñòè IR2 ðàññìîòðèì òðåóãîëüíèê ñ âåðøèíàìè {P1, P2, P3} = {Pi}31.
Ïîëîæèì

B = {g ∈ G : g îòäåëÿåò P1 îò äâóõ äðóãèõ âåðøèí}.

Èìååì B ∈ Br{Pi}31. Ïîëîæèòåëüíîå íàïðàâëåíèå íà ñòîðîíå P1, P2 âûáåðåì îò
P1 ê P2, è ïóñòü P3 ëåæèò ñïðàâà îò P1, P2. Òîãäà

IB(1
+, 2−) = 0, IB(1

−, 2+) = 1, IB(1
−, 2−) = IB(1

+, 2+) = 0,

ò.å.
c12(B) = 1.

Ýòî çíà÷åíèå îò âûáîðà íàïðàâëåíèÿ íå çàâèñèò. Ïî ñèììåòðèè,

c13(B) = 1.
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Àíàëîãè÷íî íàõîäèì
c23(B) = −1.

Òàêèì îáðàçîì, (1.3) ïðèíèìàåò âèä

µ(B) = |P1, P2|+ |P1, P3| − |P2, P3|.

Ïîëîæèòåëüíîñòü ìåðû âëå÷åò íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà:

|P1, P2|+ |P1, P3| − |P2, P3| > 0.

A
B

C

D

K
K

K

K K

1
2

3

4 5

Ðèñ. 2: Äèàãîíàëè Êðîôòîíà: d1 = AC, d2 = BD. Ñòîðîíû Êðîôòîíà îáîçíà÷åíû
÷åðåç κi

.

2.4 Òåîðåìà Êðîôòîíà

Ïóñòü C1 è C2 � äâà íåïåðåñåêàþùèõñÿ âûïóêëûõ ìíîãîóãîëüíèêà, {Pi}n1 � ñî-
âîêóïíîñòü èõ âåðøèí. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íèêàêèå òðè òî÷êè èç {Pi}n1 íå ëåæàò
íà îäíîé ïðÿìîé. Ïðèìåíèì (1.3) äëÿ âû÷èñëåíèÿ çíà÷åíèÿ èíâàðèàíòíîé ìåðû
µ ìíîæåñòâà α ∈ Br{Pi}n1 ïðÿìûõ, îòäåëÿþùèõ C1 îò C2. (α ÿâëÿåòñÿ àòîìîì
êîëüöà Br{Pi}n1 ).

Êîýôôèöèåíòû cij(α) îêàçûâàþòñÿ îòëè÷íûìè îò íóëÿ èñêëþ÷èòåëüíî äëÿ
èãë Pi, Pj = d1, Pi, Pj = d2 (äèàãîíàëè Êðîôòîíà), à òàêæå äëÿ èãë Pi, Pj = νk
(ñòîðîíû Êðîôòîíà), îíè óêàçàíû íà ðèñ. 2. Ïðè ýòîì

cd1(α) = cd2(α) = 1, è äëÿ êàæäîé νk cνk(α) = −1.
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Ïîëó÷àåì òåîðåìó Êðîôòîíà:

µ(α) = |d1|+ |d2| −
∑
k

|νk|,

ãäå ñóììèðîâàíèå ïðîâîäèòñÿ ïî âñåì ñòîðîíàì Êðîôòîíà (ïðèíàäëåæàùèì êàê
C1, òàê è C2).

2.5 Ðåøåíèå çàäà÷è Áþôôîíà - Ñèëüâåñòðà

Ïðèìåíèì ôîðìóëó ÷åòûðåõ èíäèêàòîðîâ äëÿ âû÷èñëåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ cij(B)
â çàäà÷å Áþôôîíà-Ñèëüâåñòðà, ñì. Ââåäåíèå. Ïóñòü {Pi}2n1 � ìíîæåñòâî êîíöîâ
çàäàííûõ èãë ν1,....,νn; ïóñòü â ýòîì ñêîïëåíèè íèêàêèå òðè òî÷êè íå ëåæàò íà
îäíîé ïðÿìîé.

Ïîëàãàåì
B =

∩
[νi] ∈ Br{Pi}2n1 .

Ïðèìåíåíèå (1.3) äà�åò
µ(B) =∑

(∗)

2 I(n−1)(νi) |νi| +
∑
(∗∗)

[Id(Pi, Pj) − Is(Pi, Pj)] I(n−2)(Pi, Pj) |Pi, Pj|. (2.1)

Çäåñü
(*) � ïåðâîíà÷àëüíî çàäàííûå èãëû (ν1, ν2, ..., νn),
(**) � êëàññ ïàð {Pi, Pj}, ãäå òî÷êè â êàæäîé ïàðå ÿâëÿþòñÿ êîíöàìè ðàçíûõ

èãë èç ÷èñëà ν1, ...νn;
I(n−1)(νi) = 1, åñëè ïðÿìàÿ, ñîäåðæàùàÿ èãëó νi, ïåðåñåêàåò âñå îñòàëüíûå

n− 1 èãëû èç ñîâîêóïíîñòè (ν1, ν2, ..., νn), â ïðîòèâíîì ñëó÷àå I(n−1)(νi) = 0;
I(n−2)(Pi, Pj) = 1 åñëè ïðÿìàÿ, ñîäåðæàùàÿ òî÷êè Pi, Pj, ïåðåñåêàåò ðîâíî n−2

èãë èç ñîâîêóïíîñòè (ν1, ν2, ..., νn) (íå ñ÷èòàÿ äâóõ èãë ñ êîíöàìè â òî÷êàõ Pi, Pj),
â ïðîòèâíîì ñëó÷àå I(k)(Pi, Pj) = 0;

Id(Pi, Pj) = 1, åñëè èãëû ñ êîíöàìè Pi è Pj ëåæàò â ðàçíûõ ïîëóïëîñêîñòÿõ
îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé P1, Pj, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå Id(Pi, Pj) = 0;

Is(Pi, Pj) = 1, åñëè èãëû ñ êîíöàìè Pi è Pj ëåæàò â îäíîé ïîëóïëîñêîñòè
îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé Pi, Pj, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå Is(Pi, Pj) = 0.
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3 Êîìáèíàòîðíîå ðàçëîæåíèå îáùèõ ìåð è ÷åò-

âåðòàÿ ïðîáëåìà Ãèëüáåðòà

3.1 Ðàçëîæåíèå ìåð áþôôîíîâûõ ìíîæåñòâ èç G, ñëó÷àé
ïðîèçâîëüíîé áåñïó÷êîâîé ìåðû

Ìåðàm íàG íàçûâàåòñÿ áåñïó÷êîâîé îòíîñèòåëüíî ñêîïëåíèÿ {Pi}n1 , åñëèm[Pi] =
0 äëÿ âñÿêîé òî÷êè Pi ∈ {Pi}n1 .

Ìåðà m íà G íàçûâàåòñÿ áåñïó÷êîâîé, åñëè m[Pi] = 0 äëÿ âñÿêîé òî÷êè Pi ∈
IR2.

Òåîðåìà 3.1 Ïóñòü â ñêîïëåíèè {Pi}n1 îòñóñòâóþò êîëëèíåàðíûå òðîéêè òî-
÷åê. Òîãäà äëÿ ëþáîé áåñïó÷êîâîé îòíîñèòåëüíî äàííîãî ñêîïëåíèÿ ìåðû m è
ëþáîãî áþôôîíîâà ìíîæåñòâà B ∈ Br{Pi}n1 èìååò ìåñòî ðàçëîæåíèå:

2m(B) =
∑
(i,j)

cij(B)m([Pi, Pj]). (3.1)

Çäåñü êîýôôèöèåíòû cij(B) çàäàþòñÿ ôîðìóëîé ÷åòûðåõ èíäèêàòîðîâ,
m([Pi, Pj]) � ìåðà ìíîæåñòâà ïðÿìûõ, ðàçäåëÿþùèõ òî÷êè Pi è Pj, ñóììèðîâà-
íèå ïðîâîäèòñÿ ïî íåóïîðÿäî÷åííûì ïàðàì (Pi, Pj) òî÷åê èç ñêîïëåíèÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îòìåòèì âíà÷àëå, ÷òî êîýôôèöèåíòû cij àääèòèâíû îòíî-
ñèòåëüíî îáúåäèíåíèÿ ïðîèçâîëüíûõ áþôôîíîâûõ ìíîæåñòâ B1 è B2, òî åñòü,
âñåãäà âåðíî

cij(B1) + cij(B2) = cij(B1 ∪B2)− cij(B1 ∩B2).

Ïîñêîëüêó êàæäîå áþôôîíîâî ìíîæåñòâî åñòü îáúåäèíåíèå íåïåðåñåêàþùèõ-
ñÿ àòîìîâ, äîñòàòî÷íî óáåäèòüñÿ â ñïðàâåäëèâîñòè òåîðåìû äëÿ êàæäîãî èç íèõ.

Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ àòîìîâ óòâåðæäåíèå òåîðåìû ñâîäèòñÿ ê îáîáùåíèþ ôîð-
ìóëû Êðîôòîíà, à èìåííî:

Ïóñòü C1 è C2 � äâe âûïóêëûõ ìíîãîóãîëüíûõ îáëàñòè, çàìûêàíèÿ êîòîðûõ
íå ïåðåñåêàþòñÿ, {Pi}n1 � ñîâîêóïíîñòü âåðøèí ýòèõ äâóõ ìíîãîóãîëüíèêîâ. Ïðåä-
ïîëîæèì, ÷òî íèêàêèå òðè òî÷êè èç {Pi}n1 íå ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé.

Ìíîæåñòâî ïðÿìûõ α, ðàçäåëÿþùèõ C1 è C2, åñòü àòîì êîëüöà Br{Pi}n1 . Åãî
ìåðà ìîæåò áûòü âû÷èñëåíà ïî ôîðìóëå Êðîôòîíà

2m(α) = m([d1]) +m([d2]) −
∑
k

m([νk]),
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ãäå d1 è d2 � äèàãîíàëè Êðîôòîíà, à ñóììèðîâàíèå ïðîâîäèòñÿ ïî âñåì ñòîðîíàì
Êðîôòîíà (ïðèíàäëåæàùèì êàê C1, òàê è C2), ñì. ðèñ. 2.

Íàïîìíèì, ÷òî δ-ìåðîé â ïðîñòðàíñòâåG, ñîñðåäîòî÷åííîé íà ýëåìåíòå g ∈ G,
íàçûâàåòñÿ ìåðà m òàêàÿ, ÷òî

m(A) =

{
1, l ∈ A;
0, èíà÷å.

δ-ìåðà, ñîñðåäîòî÷åííàÿ íà ýëåìåíòå g ∈ G, ÿâëÿåòñÿ áåñïó÷êîâîé îòíîñè-
òåëüíî {Pi}n1 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ïðÿìàÿ g íå ñîäåðæèò òî÷åê ñêîïëåíèÿ.

×òîáû äîêàçàòü ñïðàâåäëèâîñòü ôîðìóëû Êðîôòîíà äëÿ m(α), äîñòàòî÷íî
ïîêàçàòü å�å ñïðàâåäëèâîñòü äëÿ âñåõ δ-ìåð, áåñïó÷êîâûõ îòíîñèòåëüíî {Pi}n1 .
Ïóñòü m åñòü δ-ìåðà, ñîñðåäîòî÷åííàÿ íà ïðÿìîé g. Ðàññìîòðèì ñëó÷àè:

1. Ïðÿìàÿ g ïåðåñåêàåò îáå äèàãîíàëè Êðîôòîíà, íî íå ïåðåñåêàåò íè îäíîé
èç ñòîðîí Êðîôòîíà. Òîãäà 2m(α) = 2, à ïðàâàÿ ÷àñòü äàåò âêëàä m([d1])+
m([d2]) = 1 + 1, òî åñòü, òîæäåñòâî âûïîëíåíî.

2. Ïðÿìàÿ g ïåðåñåêàåò îáå äèàãîíàëè Êðîôòîíà, è äâå èç ñòîðîí Êðîôòîíà,
ñêàæåì, ñ íîìåðàìè i è j. Òîãäà 2m(α) = 0, à ïðàâàÿ ÷àñòü äàåò âêëàä
m([d1]) +m([d2])−m([νi])−m([νj]) = 1 + 1− 1− 1 = 0, òî åñòü, òîæäåñòâî
âûïîëíåíî.

3. Ïðÿìàÿ g ïåðåñåêàåò îäíó èç äèàãîíàëåé Êðîôòîíà è îäíó èç ñòîðîí Êðîô-
òîíà. Àíàëîãè÷íî óáåæäàåìñÿ, ÷òî 2m(α) = 0, à ïðàâàÿ ÷àñòü äàåò âêëàä
1− 1 = 0, òî åñòü, òîæäåñòâî âûïîëíåíî.

Âñå âîçìîæíûå ñëó÷àè ïðîâåðåíû, òåîðåìà äîêàçàíà.

3.2 Ïëîñêèå ìåòðèêè. ×åòâåðòàÿ ïðîáëåìà Ãèëüáåðòà

Ôóíêöèÿ d : IR2 × IR2 → IR íàçûâàåòñÿ ìåòðèêîé, åñëè

1. d ñèììåòðè÷íà: d(x, y) = d(y, x).

2. d íåîòðèöàòåëüíà: d(x, y) ≥ 0, ïðè÷åì d(x, y) = 0 ðàâíîñèëüíî x = y.

3. Âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà:

d(x, z) ≤ d(x, y) + d(y, z) ∀ x, y, z.
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Ìû ðàññìàòðèâàåì ìåòðèêè, íåïðåðûâíûå ïî îáîèì àðãóìåíòàì.
Íåïðåðûâíàÿ ìåòðèêà îïðåäåëÿåò äëèíó êóñî÷íî-ãëàäêîé êðèâîé, à ñëåäîâà-

òåëüíî, è êðàò÷àéøèå ïóòè, ñîåäèíÿþùèõ äâå äàííûå òî÷êè.
Ìåòðèêà íàçûâàåòñÿ ïëîñêîé, åñëè êðàò÷àéøèìè ïóòÿìè âñåãäà îêàçûâàþòñÿ

(åâêëèäîâû) ïðÿìûå, è òîëüêî îíè.

Ëåììà 3.1 Íåïðåðûâíàÿ ìåòðèêà d ïëîñêàÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ
ëþáîé êîëëèíåàðíîé òðîéêè òî÷åê x, y, z, ëåæàùèõ íà ïðÿìîé èìåííî â ýòîì
ïîðÿäêå, íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà ïðåâðàùàåòñÿ â ðàâåíñòâî:

d(x, y) + d(y, z) = d(x, z).

Çàìåòèì, ÷òî âñÿêàÿ áåñïó÷êîâàÿ ìåðà m íà G çàäàåò íåïðåðûâíóþ ìåòðèêó
íà ïëîñêîñòè:

dm(x, y) = m([x, y]).

Äåéñòâèòåëüíî, íåîòðèöàòåëüíîñòü, ñèììåòðè÷íîñòü è íåïðåðûâíîñòü dm î÷å-
âèäíû, à íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà âûòåêàåò èç íåîòðèöàòåëüíîñòè ìåðû ïðÿ-
ìûõ, îòäåëÿþùèõ òî÷êó z îò òî÷åê x è y.

Âåðíî è îáðàòíîå:

Òåîðåìà 3.2 (ðåøåíèå ÷åòâåðòîé ïðîáëåìû Ãèëüáåðòà äëÿ ïëîñêîñòè)
Âñÿêàÿ ïîëíàÿ ïëîñêàÿ ìåòðèêà d ïîðîæäåíà íåêîòîðîé áåñïó÷êîâîé ìåðîé

m.

Ïåðå÷èñëèì îñíîâíûå øàãè äîêàçàòåëüñòâà. Ïóñòü ôèêñèðîâàíà íåïðåðûâíàÿ
ïëîñêàÿ ìåòðèêà d; êîíñòðóêòèâíî îïèøåì ñîîòâåòñòâóþùóþ ìåðó m.

Íà áþôôîíîâûõ ìíîæåñòâàõ çàäàäèì ôóíêöèîíàë:

M(B) =
1

2

∑
(i,j)

cij(B) d(Pi, Pj). (3.2)

Ýòîò ôóíêöèîíàë êîíå÷íî-àääèòèâåí, òàê êàê êîíå÷íî-àääèòèâíû êîåôôè-
öèåíòû cij. Êðîìå òîãî,

Ëåììà 3.2 Ôóíêöèîíàë M ïðèíèìàåò ëèøü íåîòðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ.

Äîñòàòî÷íî äîêàçàòü ëåììó äëÿ àòîìîâ. Äëÿ ýòîãî âîñïîëüçóåìñÿ ôîðìóëîé
Êðîôòîíà è ïðèìåíèì èíäóêöèþ ïî ÷èñëó ðåáåð Êðîôòîíà. Áàçà èíäóêöèè ñëå-
äóåò íåïîñðåäñòâåííî èç íåðàâåíñòâà òðåóãîëüíèêà äëÿ ìåòðèêè d.
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Èíäóêöèîííûé ïåðåõîä. Ïóñòü C1 è C2 � äâà íåïåðåñåêàþùèõñÿ âûïóêëûõ
ìíîãîóãîëüíèêà, {Pi}n1 � ñîâîêóïíîñòü èõ âåðøèí, α � ìíîæåñòâî ïðÿìûõ, îòäå-
ëÿþùèõ C1 îò C2.

Âîçüìåì äâà ðåáðà Êðîôòîíà èç C1, ìåæäó êîòîðûìè ëåæèò ðîâíî îäíî ðåáðî
Êðîôòîíà è ïðîäëèì èõ äî ïåðåñå÷åíèÿ (ñì. ðèñ. 3). Äîáàâèì ïîëó÷èâøóþñÿ
òî÷êó P â èìåþùååñÿ ñêîïëåíèå.

Ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî òî÷êà P íå ïîïàäàåò â ìíîãîóãîëüíèê C2 (äîêàçàòåëüñòâî
ýòîãî ôàêòà ìû îñòàâëÿåì ÷èòàòåëþ). Òîãäà α ðàâíî îáúåäèíåíèþ ìíîæåñòâà
ïðÿìûõ, îòäåëÿþùèõ C1 îò C1∪P è ìíîæåñòâà ïðÿìûõ, îòäåëÿþùèõ P îò P1P2.

Ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè, çíà÷åíèÿ ôóíêöèîíàëà íà ýòèõ ìíîæåñòâàõ
íåîòðèöàòåëüíû. Îñòàëîñü âîñïîëüçîâàòüñÿ àääèòèâíîñòüþ M.

A
B

C

D

A
B

C

D

Ðèñ. 3: Øàã èíäóêöèè

Ñòàíäàðòíûìè ìåòîäàìè òåîðèè ìåðû ôóíêöèîíàë M ïðîäîëæàåòñÿ äî ìå-
ðû, æèâóùåé íà ïðîñòðàíñòâå G (ïîäðîáíîñòè ìû îïóñêàåì). Òåîðåìà äîêàçàíà.
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